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FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 

(Theorie elementaire) 


GHAPITRE IV 

EQUATIONS DIFFfiRENTIELLES 

§ 1. — Thgoremes ^existence. 

1. La notion d’equation differentielle. 

Soient I un intervalle contenu dans R et non reduit a un point, 
E un espace vectoriel topologique sur R, A et B deux parties ouvertes 
de E. Soit (x, y, z) g(x, y, z) une application de A x B x I 
dans E ; a toute application derivable u de I dans A, dont la derivee 
prend ses valeurs dans B, faisons correspondre l’application 
t g(u(Z), u'(Z), Z) de I dans E, que nous designerons par g(u); g est 
done definie dans l’ensemble (D(A, B) des applications derivables 
de I dans A, dont la derivee prend ses valeurs dans B. Nous dirons 
que l’equation g(u) = 0 est une equation differ entielle en u (rela- 
tivement a la variable reelle t) ; une solution de cette equation est 
encore appelee integrale de l’equation differentielle (dans l’inter- 
valle I) ; e’est done une application derivable de I dans A, dont 
la derivee prend ses valeurs dans B, et qui est telle que 
g(u(Z), u (z), z) = 0 pour tout Z e I. Par abus de langage, nous ecrirons 
1 equation differentielle g(u) = 0 sous la forme g(x, x', z) = 0, 
etant sous-entendu que x est un element de l’ensemble (£>(A, B). 

Par exemple, pour I = E = R, les relations 

z'=2z, tx' -2x = 0, x' 2 - 4a; = 0, x-t 2 = 0 

sont des Equations differentielles, qui admettent toutes quatre 
pour solution la fonction x{t) = Z 2 . 

Bourbaki XII. — l 
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fonctions d’une variable reelle chap, iv, § 1 

Dans ce chapitre, nous ne considSrerons en principe que le cas 
oh E est un espace norme complet sur R, et oh les Equations diffh- 
rentielles sont de la forme particuliere 
( 1 ) x' = f(<, x) 

(« equations resolues par rapport a x' »), f designant une fonction 
a valeurs dans E, definie dans I x H ; oh H est une partie ouverte 
non vide de E. Nous elargirons d’autre part un peu la notion de 
solution (ou integrate) d’une telle equation (dans l’intervalle I) : 
nous dirons qu’une fonction u definie et continue dans I, a valeurs 
dans H, est une solution (ou integrate) de l’equation (1) s’il existe 
une partie denombrable A de I telle qu’en tout point t du comple- 
mentaire de A par rapport a I, u admette une derivee u'(t) telle 
que n'(t) = f {t, u(0)« Si u est derivable et verifie la relation prece- 
dente en tout point t e I, nous dirons que c’est une solution stride 

de l’equation (1) dans I. 

Dans le cas particular d’une equation difterentielle de la forme 
x ' _ { etant une application de I dans E, les solutions au sens 

prudent sont les primitives de la fonction f (chap. II, § 1, n° 1), 
et les solutions strictes sont les primitives strides. 


Lorsque E est un produit d’espaces norntes complets E< 

(1 ^ i < n) on peut hcrire x = (x t ) ls ^ lS ^ n et f = (f,)i<^i^„ °u x i 
est une application de I dans E<, et f, une application de I X H 
dans ; l’equation (1) est alors equivalente au systeme d'equa¬ 
tions differentielles 

(2) x; = f i(t, x 1? x 2 ,.. ., x n ) (1 < i < n). 

Le cas le plus important est celui oh tous les E< sont hgaux h R 
ou a C ; on dit alors que (2) est un systeme dtequations differen¬ 
tielles scalaires. 

A l’htude des systemes (2) se ramene celle des relations de la 
forme 



x< n > = l(t, x, x',..., 


ou x est une fonction vectorielle n fois derivable dans I : en posant 
en effet x ± = x, Xp = x^ pour 2 < p < n, la relation (3) est 
equivalente au systeme 


xi = x (+1 
x; = f(*, x l5 x 2 , 




( 4 ) 


• • • 
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Une relation de la forme (3) est appelee equation difffrentielle 
d'ordre n (resolue par rapport a x< n) ); par opposition, les Equations 
de la forme (1) sont dites equations differentielles du premier ordre. 


On ramene de meme a un syst^me de la forme (2) tout« systeme 
d’equations differentielles » de la forme 


(5) D"*x t = f t (*, x„ Dxj,..., D"*-^,..., x D , Dx 


p’ - 


D"p 


-l 


x /.) 


oil x t est une fonction m fois derivable dans I 

(pour 


2. Equations differentielles admettant pour solutions des 
primitives de fonctions reglees. 

Rappelons (chap. II, § 1, n° 3, def. 3) qu’une fonction vecto- 
rielle u definie dans un intervalle I c R est dite reglee si, dans 
toute partie compacte de I, elle est limite uniforme de fonctions 
en escalier ; une condition equivalente est qu’en tout point inte- 
rieur a I, u ait une limite a droite et une limite a gauche, ainsi 
qu’une limite a droite a l’origine de I et une limite a gauche a 
l’extr6mite de I, lorsque ces points appartiennent a I (chap. II, 
§ 1, th. 3). Nous allons dans ce chapitre nous restreindre aux 
Equations differentielles (1) dont toute solution est une primitive 
d'une fonction reglee dans I. Cette condition est evidemment 
satisfaite si, pour toute application continue u de I dans H, la 
fonction f (t, u(«)) est reglee dans I ; le lemme suivant donne une 
condition suffisante pour qu’il en soit ainsi : 

Lemme 1. — Soit i une application de IxH dans E telle que , 
en designant par i x (pour tout xe H) Vapplication t i (*, x) de I 
dans E, les conditions suivantes soient realisees : 1° f x est regUe dans I 
pour tout xe H ; 2° Vapplication x->f x deU dans Vensemble 0(1, E) 
des applications de I dans E est continue quand on munit 0(1, E) 
de la topologie de la convergence compacte (Top. gen., chap. X, 

§ 1, n° 3). Dans ces conditions : 

1° pour toute application continue u de I dans H, la fonction 

t -> i(t, u (t)) est reglee dans I ; de fagon precise , la limite d droite 

(resp. d gauche) de cette fonction en un point t 0 e I est egale d la 

limite a droite (resp. d gauche) de la fonction t -> f(£,u(£ 0 )) au 
point ^ ; 
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20 si (u„) est une suite d’applications de I dans H ,, qui converge 
uniformement vers une application continue u de l dans H, dans 
toute partie compacte de I, la suite des fonctions t(t, u.( 0 ) converge 
uniformement vers £((,»(0) dans toute partie compacte de I. 

lo Soit c la liraite a droite de £(t, u(«) au point t. ; pour tout 
e > 0 il existe un voisinage compact V de «„ dans I tel que 1 on 
ait II Ut oft,)) - ell < < pour t * V et t > D’autre part, il existe 
3 > 0 tel que les relations xeH, ||x-u(0||<5 entralnent 
II Us x) - !(* u(«) II < « pour tout , e V ; si W c V est un voisinage 

if;L, I « -WHO *>» ..w, 

on aura done || £(f, u(l)) - o|| < * P° ur * eW et t>h ' Ce qU1 
prouve que c est limite a droite de £((, n(t)) au point 

2 o Soit K une partie compacte de I ; comme u est continue 

dans I, u(K) est une partie compacte de H ; pour tout e>0 

et tout x e u(K) il existe un nombre 5, tel que, pour yeH, 

|y-x||<5 et pour tout t e K-, on ait || £((, y) - *(*, x ) II e - 

il existe un nombre fini de points x j eu(K) tels que les boules 

ferules de centre x, et de rayon ±S* torment un recouvrement 

de u(K) ; soit 5 = Min (5 Xf ). Par hypothese, il existe un entier n„ 

tel que pour n > n„, on ait ««.(»)-«MH < 3 * pour tout t e K. 

Or, pour tout (eK.il existe un indice i tel que || u(() - x, || < ^ 5 

par suite, on a ||u„(() - x,|K 8 Xj , d’oii ||K«, «„(())-*((, ®<0) IK 2 e 
pour tout t e K et tout n n 0 . 

Dans toute la suite de ce paragraphe , I designera un mtervalle 
conlenu dans R et non reduit d un point , H un ensemble ouvert non 
vide contenu dans Vespace norme E, £ une application de I X H 
dans E satisfaisant aux conditions du lemme 1. 

Proposition 1. — Soit t 0 un point de I, x<, un point de H ; 
pour qu' une fonction continue u soit une solution de l'equation^ ( 1 ) 
dans I et prenne la valeur x„ au point t 0 , il faut et il suffit qu elle 

virifie la relation 


( 6 ) 


x 


pour tout tel. 

En effet, d’aprfes le lemme 1, si u est solution de (1) dans I, 
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l{t, up)) est reglee, done le second membre de (6) est defini et 
egal a up) pour tout J e I. Reciproquement, si u est une fonction 
continue satisfaisant a (6), fp, up)) est regime d’apres le lemme 1, 
done u a pour derivee fp, up)) sauf aux points d’une partie d6nom- 
brable de I. 

Gorollaire. — En tout point de I distinct de Vorigine (resp. de 
Vextremite) de cet intervalle, toute solution u de (1) dans I admet une 
derivee a gauche (resp. a droite) egale a la limite a gauche (resp. a 
droite) de ip, u(t)) en ce point. 

Proposition 2. — Si f est une application continue de I x H 
dans E, toute solution de Vequation (1) dans I est une solution stricte. 

En effet, une telle solution u est primitive de la fonction con¬ 
tinue ip, u(0) (chap. II, § 1, prop. 3). 

On notera d’ailleurs qu’une fonction f continue dans I x H 
verifie les conditions du lemme 1 {Top. gen., chap. X, § 2, prop. 9). 

Dans ce qui suit, nous allons nous donner arbitrairement / 0 6l 
et XqG H, et chercher s’il existe dans I (ou dans un voisinage de t 0 
par rapport a I) des solutions de (1) prenant la valeur Xq au point t 0 
(ou, ce qui revient au meme, des solutions de (6)). 

3. Existence de solutions approchees. 

Etant donne un nombre e > 0, nous dirons qu’une application 
continue u de I dans H est une solution approchee a z pres de l’equa- 
tion differentielle 

(1) x' = fp,x) 

si, en tous les points du complementaire par rapport a I d’un 
ensemble denomhrable , u admet une derivee qui satisfait a la 
condition 

(7) ||n'(0-l(J,n(«))||<e. 

Soit (£ 0 , x 0 ) un point de I X H ; ! satisfaisant par hypothese aux 
conditions du lemme 1, il existe un voisinage compact J de t 0 
dans I tel que t(t, x 0 ) soit bornee dans J, et une boule ouverte S de 
centre x 0 , contenue dans H, telle que i(t , x) - ip, Xq) soit bornee 
dans J x S ; il en resulte que f(«, x) est bornee dans J x S. 
Dans tout ce n° , J dtsignera un intervalle compact , voisinage de t 0 
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• dans I, S une boule ouverte de centre Xq et de rayon r, contenue dans H, 
J et S etant tels que f soit bornee dans J X S ; M designera la borne 
supdrieure de ||f(/, x)|| dans J X S. 

Proposition 3. — Dans tout intervalle compact d'origine ( ou 
d'extremitd) t 0 , contenu dans J et de longueur < r/(M + e), il existe 
une solution approchee d e pres de Vequation (1), a valeurs dans S, 
et egale d Xq au point t 0 . 

Nous allons supposer que t 0 n’est pas l’extremite de J, et demon- 
trer la proposition pour les intervalles d’origine t 0 . Soit ffft l’en- 
semble des solutions approchees de (1) a e pr£s, dont chacune 
prend ses valeurs dans S, est £gale a x 0 au point t 0 , et est definie 
dans un intervalle semi-ouvert (* 0 , 6( contenu dans J (intervalle 
dependant de la solution approchee que l’on considere). Montrons 
d’abord que n’est pas vide. Soit c la limite a droite de f(£, Xq) 
au point t 0 ; d’apr&s le lemme 1, la fonction f(£, Xq -f c{t - t 0 )) a 
une limite a droite egale a c au point t 0 , done la restriction de la 
fonction Xq-J- c(t-t 0 ) 4 un intervalle semi-ouvert (j 0 , assez petit 
appartient a 9ft, 

Ordonnons l’ensemble 9ft par la relation « u est une restriction 
de v», et montrons que 9ft est inductif (Ens. R, § 6, n°9). Soit (u a ) 
une partie totalement ordonn£e de 9ft, et soit (£ 0 , 4 a ( l’inter- 
valle od u a est dyfinie : pour b a ^ 4p, Up est done un prolonge- 
ment de u a . La reunion des intervalles (* 0 , 6 a ( est un intervalle 
contenu dans J, et il existe une fonction et une seule u 
definie dans (z 0 , et coincidant avec u a dans (f 0 , 6 a ( pour tout a ; 
parmi les b a} il existe une suite croissante (4 an ) tendant vers b ; 
comme u coincide avec u an dans (j 0 , 6 an (, u admet, en tous les points 
du compl6mentaire par rapport a (<o, d’ un ensemble denom- 

brable , une d6riv6e verifiant la relation (7), et est done la borne 
sup4rieure de l’ensemble (u a ) dans 9ft. 

D’apres le th. de Zorn (Ens. R, § 6, n° 10), 9ft admet un Element 
maximal Uq ; nous allons montrer que si (* 0 , est l’intervalle 
oti est definie Uq, ou bien t x est l’extr6mite de J, ou bien 
h-to ^ r/(M + e)- Raisonnons par l’absurde, en supposant 
qu’aucune de ces deux hypotheses ne soit v4rifiee ; montrons 
d’abord qu’on peut prolonger a*, par continuity au point ty : en 
effet, quels que soient s et t dans (^, on a 

K(s) - Mt) IK (M + 01 s -1 
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d’apr^s le th. des accroissements finis ; le critere de Cauchy 
montre done que u 0 admet une limite a gauche x x e S au point 
Soit alors c x la limite a droite au point t x de la fonction i(t, x x ) ; on 
a || c x || M ; le meme raisonnement qu’au debut de la demons¬ 
tration montre qu’on peut prolonger Uq dans un intervalle semi- 
ouvert d’origine t x , par la fonction x t -f c^t - tj, de sorte que la 
fonction prolongee appartienne encore a 9W, ce qui est absurde. 
La proposition est done demontree. 

Lorsque f est uniformement continue dans J x S, on peut de- 
montrer la prop. 3 sans faire usage du th. de Zorn (exerc. 1 a)). 

Proposition 4. — V ensemble des solutions approchees de (1) d e 
pres, definies dans un meme intervalle K c J, et prenant leurs 
valeurs dans S, est uniformement equicontinu. 

En effet, si u est une fonction quelconque appartenant a cet 
ensemble, s et t deux points de K, on a, d’apres le th. des accroisse¬ 
ments finis, || u(s) - u(J) || (M + £ ) | s - 1 1. 

Corollaire (theoreme de Peano). — Si E est de dimension 
finie sur R, dans tout intervalle compact K d'origine (ou d'extremite) t 0 , 
contenu dans J et de longueur < r/M, il existe une solution de ( 1) 
a valeurs dans S, egale a % au point t 0 . 

En effet, d’apres la prop. 3, des que n est assez grand, il existe une 
solution approchee u„ de l’equation (1) al/« pres, definiedans K, 
a valeurs dans S, et egale a Xq au point t 0 . L’ensemble des u„ est 
equicontinu (prop. 4), et comme E est de dimension finie, S est 
relativement compacte dans E, done pour tout t e K, l’ensemble 
des u n [t) est relativement compact dans E. D’apres le th. d’Ascoli 
{Top. gin., chap. X, § 4, th. 1), l’ensemble des u„ est relativement 
compact dans l’espace #(K, E) des applications de K dans E, 
muni de la topologie de la convergence uniforme. Il existe done 
une suite (u nA; ) extraite de (u n ), qui converge uniformement dans K 
vers une fonction continue u ; en vertu du lemme 1, i{t, u nA (£)) 
converge uniformement vers i{t, u(J)) dans K ; d’apres (7), u„ A 
est primitive d’une fonction qui tend uniformement vers i(t, u(J)) 
dans K, done (chap. II, § 1, th. 1) u est solution de (1) dans K, 
egale a Xq au point t 0 ; la relation ||u'(i)||<^M entraine enfin 
que u(K) c S. 
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Remarques. — 1) II peut exister une infinite d’integrales d’une 
equation differentielle (1), prenant la meme valeur en un point 

donne. Par exemple, I’equation differentielle scalaire x' = 2 \f\x\ 
admet pour integrates prenant la valeur 0 au point t = 0 toutes 
les fonctions definies par 

u(t) = 0 pour - P ^ a 

u{t) = - (t + (3) 2 pour t < - (3 

u(t) = (t- a) 2 pour a 

quels que soient les nombres positifs a et (3. 

2) Le th. de Peano n’est plus exact lorsque E est un espace 
norme complet quelconque de dimension infinie (exerc. 17). 

4. Comparaison des solutions approchees . 

Dans ce qui suit, I et H designent, comme ci-dessus, un inter- 
valle contenu dans R et un ensemble ouvert dans l’espace norm6 E, 
respectivement ; t 0 est un point de I. 

Definition 1. — Etant donnte une fonction numtrique positive 
t k(t) definie dans I, on dit qu'une application l de I X H dans E 
est lipschitzienne pour la fonction k{t) si , pour tout xe H, la fonc¬ 
tion t^»i{t, x) est reglee dans I, et si , pour tout tel et tout couple 
de points x l5 x 2 de H, on a (« condition de Lipschitz ») 

(8) || f(/, x t ) - t(t , x 2 ) || < k(t) || x t - x 2 1|. 

On dira que ! est lipschitzienne (sans pr6ciser) dans I X Hsi elle 
est lipschitzienne dans cet ensemble pour une certaine constante 
k > 0. II est immediat qu’une fonction lipschitzienne dans I X H 
satisfait aux conditions du lemme 1 (la r6ciproque 6tant inexacte); 
lorsque f est lipschitzienne (dans I X H), on dit que l’equation 
differentielle 

(1) x' = t(t f x) 

est lipschitzienne (dans I x H). 

Exemple. — Lorsque E = R, et que H est un intervalle dans R, 
si en tout point ( t , z) de I x H la fonction f(t, x) admet une derivee 
partielle f x (chap. II, § 3, n° 4) telle que | f' x (t, x) \ k(t) dans 
I x H, la condition (8) est v^rifiee en vertu du th. des accroisse- 
ments finis ; au Livre VII, nous verrons comment cet exemple 
se generalise au cas oh E est un espace norm6 quelconque. 
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Si f est lipschitzienne dans I x H, pour tout intervalle compact 
J c I et toute boule ouverte Sc H, i est bornee dans J x S. La 
prop. 3 est done applicable, et demontre l’existence de solutions 
approchees de l’equation (1). Mais on a en outre la proposition 
suivante, qui permet de comparer deux solutions approchees : 


Proposition 5. — Soient k(t) une fonction numerique reglee et 
> 0 dans I, f(£, x) une fonction definie et lipschitzienne pour la 
fonction k(t) dans I X H. Si u et v sont deux solutions approchees de 
liquation (1) a e 1 et e 2 pres respectivement , definies dans I et prenant 
leurs valeurs dans H, on a, pour tout t e I tel que t ^ t Q , 

(9) HO - v(<) || < ||u(; 0 ) - v(y || <i>(0 + (h + h)V(t) 

ou 



De la relation || u'(t) - l{t, u(f)) II < q, valable dans le comple- 
mentaire d’un ensemble denombrable, on deduit, par application 
du th. des accroissements finis 


et de meme 


MO - u(y - f i(s, u(s))ds|| < £ ,(t - t„) 

Jl 0 

I! v(0 - v(y - f v(o)&|| < £„(« - y 


d’ou 


l|o(0-v(01| <|| u(<„)-v(y|| + 

+ f (*(s, »(«)) - f(s, v(s)))ds + ( £l + y ( t - y. 
||J *0 

D’apres la condition de Lipschitz (8), on a 

f ( f (s> °(s)) - *(«. V(s))) £ fc|| < f || l(s, u (s)) - f (s, v(s)) || ds < 
11^*0 II Jt 0 

< f k(s) || u (s) - v(s) || ds 
J ( Q 

d’oii, en posant w(t) = || u{t) - v{t) ||, 

(11) w(t) < w{t 0 ) + (z 1 + e 2 ) (t - g + k(s)w(s)ds. 

Jt 0 
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/ 

La proposition est alors consequence du lemme suivant : 
Lemme 2. — Si , dans Vintervalle (f 0 , w est une fonction 
numerique continue satisfaisant a l inegalite 


k{s)w(s)ds 

oil 9 est une fonction reglee ^ 0 dans (J 0 > *i)> 071 a i P our *o ^ ^ h 

(13) w(t) < 9(0 + J ( <?{s)Hs) exp k{r)dr^ds. 

Posons en effet y{t) = f k(s)w{s)ds ; la relation (12) entraine 

J t 0 

que, dans le complementaire d’un ensemble denombrable, on a 

(14) y'(t) - k(t)y(t) < 9 ( 0 ^( 0 - 



En posant z(t) = y(t) exp (- f k(s)ds), la relation (14) equivaut a 

z'{t) < <p( 0&(0 exp (- f k(s)ds). 

Appliquant le th. des accroissements finis (chap. I, § 2, th. 2) a 
cette inegalite, il vient, puisque z{t 0 ) = 0 



d’ou 




et comme w(t) ^ 9(0 + 2/(0? on obtient ainsi (13). 


Corollaire. — Soil f une fonction lipschitzienne pour la con - 
stante k > 0, definie dans I X H. Si u et v sont deux solutions 
approchees de (1) a et e 2 pres respectivement , definies dans I et 
prenant leurs valeurs dans H, on a, pour tout t e I, 

(15) II u(0 - v(0 1| < II u(g - v(/ 0 ) II e* 1 ' ' ol + (ej + g- 1 - 

Cette inegalite est en effet une consequence immediate de (9) 
lorsque / t 0 ; pour la demontrer lorsque t ^ g il sufTit de 

l’appliquer a l’equation ^ = - f(- s, x) deduite de ( 1 ) par le chan- 

gement de variable t = - s. 
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Remarques. — 1) Lorsque k = 0, l’inegalite (15) est remplacee 
par l’inegalite 

I! n(«) - v(/) || < || u (t 0 ) - v(f 0 ) || + (ej H-eJlt-g 

dont la demonstration est immediate. 

2) Lorsque E est de dimension finie, et que f est lipschitzienne 
dans I x H, on peut demontrer l’existence de solutions appro- 
chees de l’equation (1) (prop. 3) sans utiliser l’axiome de choix 
(exerc. 16)). 

Proposition 6 . — Soient l et g deux fonctions definies dans 
I X H, satisfaisant aux conditions du lemme 1, et telles que , dans 

I x H, 

( 16 ) II !(*, x) -g(*, x)||<«. 

On suppose en outre que g soit lipschitzienne pour la constante k > 0 
dans I x H. Dans ces conditions , si u est une solution approchee de 
x' = i(t, x) a pres , definie dans I, a valeurs dans H, et v wwe 
solution approchee de x' = g(£, x) d £ 2 pres, definie dans I, a valeurs 
dans H, on a, pour tout t e I 

(17) ||n(t) - v(<) || < || u(< 0 ) - v(( 0 ) || + (a + h + e,) e * l< ^ l ~ 1 - 

En effet, on a, pour tout t dans le complementaire par rapport 
a I d’une partie denombrable de I, 

l|u'(0 “ g(t, n(0)||< a + 

autrement dit, u est solution approchee de x' = g(t , x) a x + £, 
pres, d’ou l’inegalite (17) par application de la prop. 5. 

5. Existence et unicite des solutions des equations lipschit- 
ziennes et localement lipschitziennes . 

Theoreme 1 (Cauchy). — Soient i une fonction lipschitzienne 
dans I x H, J un intervalle compact contenu dans I et non reduit 
a un point, t 0 un point de J, S une boule ouverte de centre Xq et de 
rayon r, contenue dans H, M la borne superieure de ||J(f, x)|| dans 
J X S. Dans ces conditions , pour tout intervalle compact K 
non reduit a un point , contenu dans Vintersection de J et de 

)^o — et contenant t 0 , il existe une solution et une seule de 

l equation differentielle x' = f (t, x), definie dans K, a valeurs dans S 
et egale a Xq au point t 0 . 
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En effet, pour tout £ > 0 assez petit, 1’ensemble F e des solutions 
approchees de (1) a £ pr£s, definies dans K, a valeurs dans S et 
egales a x„ au point t 0 , n’est pas vide (prop. 3) ; en outre, si u et v 
appartiennent a F e , on a, d’apres (15) 

Jr |f—<ol _ £ 

II u(0 - v(01| < 2£-^- 

pour tout t e K, done les ensembles F s forment une base de filtre © 
qui converge uniformement dans K vers une fonction continue w, 
egale a^au point t 0 ; w prend ses valeurs dans S, parce que, des 
que £ est assez petit, les fonctions u e F e prennent leurs valeurs 
dans une boule fermee contenue dans S. Comme i (£, u(£)) tend uni¬ 
formement dans K vers f(t, w(0) suivant ©, w satisfait a liqua¬ 
tion (6), done est solution de (1). L’unicite de la solution decoule 
aussitot de l’inegalite (15), ou on fait £ x = £ 2 = 0 et n(t 0 ) = v (*o)- 

Nous dirons qu’une fonction f definie dans I X H est localement 
lipschitzienne dans cet ensemble si, pour tout point ( t , x) de I X H, 
il existe un voisinage V de t (par rapport a I) et un voisinage S de x 
tels que i soit lipschitzienne dans V X S (pour une constante k 
dependant de V et de S). En vertu du th. de Borel-Lebesgue, pour 
tout intervalle compact J c I et tout point XqG H, il existe une 
boule ouverte S de centre Xq, contenue dans H, telle que ! soit 
lipschitzienne dans J X S ; f satisfait done aux conditions du 
lemme 1. Lorsque f est localement lipschitzienne dans I X H, 
nous dirons que liquation x' = f(£, x) est localement lipschitzienne 

dans I x H. 

Nous allons g6n6raliser et preciser le th. 1 pour les equations 
localement lipschitziennes ; nous nous bornerons au cas ou ^ est 
Yorigine de l’intervalle I ; on passe aisement de la au cas oix ^ est 
un point quelconque de I (cf. cor. de la prop. 5). 

Theoreme 2. — Soient I c R un intervalle (non reduit a un 
point) d'origine t 0 el, H une partie ouverte non vide de E, f une 
fonction localement lipschitzienne dans I X H. 

1° Pour tout XqgH, il existe un plus grand intervalle J c I, 
d'origine t 0 <= J, dans lequel il existe une integrate u de VEquation 
x' = f (t, x), prenant ses valeurs dans H et 6gale a Xq au point tg ; 
cette integrate est unique. 
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2° Si J ^ I, J est un intervalle semi-ouvert (* 0 ,/3( de longueur 

finie ; en outre, pour toute partie compacte Kc H, u(K) est alors 
une partie compacte de R. 

3° Si J est borne, et si l(t, u(0) est bornee dans J, XL(t) a une 
limite a gauche c a Vextremite de J ; en outre, si J I, c est un 
point frontiere de H dans E. 

1° Soit 9W l’ensemble des intervalles L (non reduits a un point) 
d’origine t 0 eL, contenus dans I et tels que, dans L, il existe 
une solution de (1) a valeurs dans H et egale a Xq au point t 0 ; 
d’apres le th. 1, l’ensemble S M n’est pas vide. Soient L, L' deux 
intervalles appartenant a JUJ, et supposons par exemple que 
L c L' ; si u et v sont deux integrates de (1), definies respective- 
vement dans L et L', a valeurs dans H et egales a Xq au point t 0 , 
nous allons voir que v est un prolongement de u. En efTet, soit t x 
la borne superieure de l’ensemble des Je L tels que u(s) = v(s) 
pour t 0 < s < t ; nous allons prouver que t x est l’extremite de L. 
Dans le cas contraire, on aurait u(^) = v(^) par continuite, et 
x i = u (^i) appartiendrait a H ; comme f est localement lips- 
chitzienne, le th. 1 prouve qu’il ne peut exister qu’une seule 
integrale de (1) definie dans un voisinage de t x , a valeurs dans H 
et egale a x x au point t x ; il y a done contradiction a supposer 
que t x ne soit pas l’extremite de L. Nous voyons done que, si J est 
la reunion des intervalles L e il existe une integrale u et une 
seule de (1), definie dans J, a valeurs dans H et egale a Xo au 
point t 0 . 

2° Supposons J ^ I, et soit (3 l’extremite de J ; si (3 est l’extre- 
mite de I, on a (3 e I (done (5 est fini) et J = (* 0 , /5( en vertu de 
1 hypothese. Supposons done que (5 ne soit pas l’extremite de I; 
si pe J, u(/3) = c appartient a H ; d’apres le th. 1, il existe une 
integrale de (1) a valeurs dans H, definie dans un intervalle 
(/3> I et egale a c au point [3 ; J ne serait done pas le plus 
grand des intervalles de fffl, ce qui est absurde ; on a done bien 

J — 

Si K est une partie compacte de H, u(K) est ferme dans J ; 

nous allons voir qu’il existe /e J tel que u(K) soit contenu dans 

(i 0 , 7), ce qui prouvera que u(K) est compact. Dans le cas con¬ 
traire, il existerait un point c e K tel que (/3, c) soit adherent a 
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l’ensemble des points {t, u (t)) tels que t < (3 et u(t) e K. Comme 
(3 e I et c e H, il existerait un voisinage V de /3 dans I et une boule 
ouverte S de centre c et de rayon r, contenue dans H, tels que f 
soit lipschitzienne et bornee dans V X S ; soit M la borne sup6- 
rieure de || f(J, x)|| dans cet ensemble. Par hypothese, il existe 
tel que /3-*i<r/2M, et || n(« - c || < r/2 ; le th. 1 

montre qu’il existe une integrale et une seule de (1), a valeurs 
dans H, dSfinie dans un intervalle contenant /3, et 6gale 

a u(<j) au point t x ; comme cette integrale coincide avec u dans 
l’intervalle /3(, J = ( t 0 , /3( ne serait pas le plus grand des inter- 

valles de SR, ce qui est absurde. 

3o Supposons que J soit borne et que || f(*, u (t)) [] < M dans J ; on a 
done || u'(t) || < M dans le complementaire d’une partie denombrable 
de J ; par suite || u(s) - u (t) || < M 1 5 - 1 1 quels que soient 5 et t dans J, 
en vertu du th. des accroissements finis; d’apr&s le crit^re de Cauchy, 
u a done une limite a gauche c a l’extremite (3 de J. Si J 9 ^ I, c ne 
peut appartenir a H, car en prolongeant u par continuity au point (3, 
u serait une integrale de (1) a valeurs dans H, definie dans 1 inter¬ 
valle (* 0 , /3) et egale a x„ au point t 0 ; on aurait done J = (*o, 0), 
contrairement a ce qu’on a vu au 2°. 

Corollaire 1 . — Si H = E et J ^ I, *(*, u(0) n'est pas bornee 
dans J ; si de plus E est de dimension finie , || u(£) || a pour limite 

i 

a gauche -f- oo a Vextremite de J. 

La premiere partie est une consequence immediate de la troi- 
sieme partie du th. 2. Si E est de dimension finie, toute boule 
fermee ScE est compacte, done la seconde partie du th. 2 
montre qu’il existe ye J tel que u(t) $ S pour t 3> y. 

Si E est de dimension infinie, il peut se faire que mais que 

|| u(0 || reste bornee lorsque t tend vers l’extremite de J (exerc. 5). 

Corollaire 2. — Si, dans I X H, i est lipschitzienne pour une 
fonction reglee k(t ), et si Vextremite (3 de J appartient a I, u a une 
limite a gauche au point (3 ; si H = E et si £ est lipschitzienne pour 

une fonction reglee k(t) dans I X E, on a J = I. 

En effet, si (5 el, il existe un voisinage compact V de (3 
dans I, tel que i(t, xj et k(t) soient born^es dans V ; on a done 

|| f(t, x) || < m || x|| + h (m et h constantes) dans V X H, d’oh 
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II u'W II ^ m || u (t) || -j- h dans le complementaire d’une partie denom- 
brable de V n J, et par suite || u (t) || m f || u(s) || ds -\- q ( q con- 

J / 0 

stante) dans V n J ; le lemme 2 montre que || u (t) || < ce mt + d 
(c et d constantes) dans V n J, done f(*, u (t)) reste bornee dans J, 
et le corollaire resulte alors du th. 2. 

Exemples. — 1) Pour une equation difTerentielle de la forme 
x' = g{t), ou g est reglee dans I, toute integrale u est evidemment 
definie dans I tout entier. On notera que u peut etre bornee dans I 
sans que g(t) le soit. 

2) Pourl’equation scalairez' = y/l - x 2 , on a I = R, H = )-1, l(. 

Si on prend t 0 = x 0 = 0, l’integrale correspondante est sin t dans 
le plus grand intervalle contenant 0, ou la derivee de sin t soit posi¬ 
tive, e’est-a-dire dans )- + 2(5 aux extremites de cet intervalle, 

l’integrale tend vers une extremite de H. 

3) Pour l’equation scalairea:' = 1 -f x 2 , on a I = H = R; l’inte- 

grale nulle pour t = 0 est tg t , et le plus grand intervalle conte¬ 
nant 0, ou cette fonction est continue, est J = J- aux 

extremites de J, |tg t \ tend vers -f 00 (cf. cor. 1 du th. 2). 

4) Pour l’equation scalaire x' = sin tx, on a I = H = R et le 
second membre est borne dans I x H, done (cor. 1 du th. 2) toute 
integrale est definie dans R tout entier. 

6, Continuity des integrates en fonction d’un parametre. 

La prop. 6 montre que lorsqu’une equation difTerentielle 
x' = i(t, x) est « voisine » d’une equation lipschitzienne x' = g (t, x) 
et qu’on suppose que les deux equations admettent chacune une 
solution approchee dans un meme intervalle, ces deux solutions 
approchees sont « voisines » ; nous allons preciser ce resultat en 
montrant que l’existence de solutions de l’equation lipschitzienne 
x) dans un intervalle entraine celle de solutions appro¬ 
chees de l’equation x' = f(i, x) dans le meme intervalle pourvu 
que, dans ce dernier, les valeurs de la solution de x' = g (t, x) 
ne soient pas « trop voisines » de la frontiere de H. 

Proposition 7. — Soient ietg deux fonctions definies dans I x H, 
satisfaisant aux conditions du lemme 1, et telles que , dans I x H 

(16) ||f(*,x.)-g(*,x)||< a . 
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On suppose en outre que g soit lipschitzienne pour la constante k > 0 
dans I X H, et que i soit localement lipschitzienne dans IxH.oii 
que E soit de dimension finie. Soient ( t 0 , Xq) un point de I X H, 

e- 1 

a un nombre > 0, et <p« = « + «-£-• 

integrale de Vequation x' = g(«, x), doiw arc interfile 

K = (i 0 , &( contenu dans I, tgale a Xq au point t 0 et telle que , pour 
tout teKJa boule fermee de centre u(t) et de rayon tp(t) soitcontenue 
dans H. Dans ces conditions , poar tout y e H teZ ||y - Xo|| 

U existe une integrale v de x' = £(*, x), <*#rcw dans K, d valeurs 
dans H, et egale a y au point t 0 ; en outre , on a || u(J) - v(t) || < <p(0 


dans K. 

Soit S M l’ensemble des integrates de x' = f(J, x), dont chacune 
prend ses valeurs dans H, est egale a y au point t 0 et est definie 
dans un intervalle semi-ouvert (* 0 , ~( contenu dans I (dependant 
de l’integrale que l’on considere). D’apres le th. 1 (lorsque f est 
localement lipschitzienne) ou le cor. de la prop. 4 (lorsque E est 
de dimension finie), Wt n’est pas vide, et le meme raisonnement 
que dans la prop. 3 montre que m est inductif quand onl’ordonne 
par la relation « v est une restriction de w ». Soit v 0 un Element 
maximal de 9W, (* 0 , *i( l’intervalle ou est definie v 0 ; d’apres la 
prop. 6, tout revient a prouder que t x ^ b. Dans le cas contraire, 
on aurait ||u(£) - v 0 (t)|| ^ <p(0 dans l’intervalle (f 0 , Zi( en vertu de 
la prop. 6 ; dans l’intervalle compact fonction reglee 

g (t, u(0) est bornee, done, dans l’intervalle *i(> S(^» v o(0) es f 
bornee, puisque l’on a || g(f, v c (<)) || ^ II S(t, u(t)) || + dans 

cet intervalle. Gomme v 0 est solution approchee de x' = g(t, x) 
a a pres dans (* 0 , ^(, il existe un nombre M > 0 tel que || v' 0 {t) || < M 
dans cet intervalle, sauf aux points d’un ensemble denombrable ; le 
th. des accroissements finis montre alors que|| v 0 (s) - v o (0 1| ^ M | s-1 \ 
pour tout couple de points s, t de done (critere de Cauchy) 

v 0 (£) a une limite a gauche c au point t x , et, par continuity, on a 
|| c - u(* 1 )|| < <p(<i), done ceH. Le th. 1 ou le cor. de la prop. 4 
montre alors qu’il existe une integrale de x' = i(t, x) definie 
dans un intervalle («!> *»( et egale a c au point ce qui contredit 
la definition de v 0 . 


Theor^me 3. — Soient F un espace topologique , £ une applica¬ 
tion de I x H x F dans E telle que , pour tout JeF, (t , x) -> f(Z, x, £) 



N° 7 


THEOREMES d’eXISTENCE 


17 


soil lipschitzienne dans I x H, et que, lorsque \ tend vers £ 0 , l(t, x, £) 
tende uniformement vers i{t, x, ? 0 ) dans I x H. Soil v^t) une inte¬ 
grate de x' = f(J, x, £ 0 ), definie dans un intervalle J = (/ 0 , con- 
tenu dans I, a valeurs dans H et egale a Xq au point t 0 . Pour tout 
intervalle compact (f 0 , contenu dans J, il existe un voisinage V 
de £ 0 dans F tel que , pour tout \ e V, Vequation x' = i(t , x, Q ait 

une integrate (et une seule) u{t, Q definie dans (* 0 , ^), a valeurs 

dans H et egale a x 0 au point t 0 ; en outre, lorsque \ tend vers £ 0 , 
n(t, l) tend uniformement vers Uq(<) dans (z 0 , 

En effet, soit r > 0 tel que, pour t 0 <1 t ^ t 1} la boule fermee de 
centre Uq (t) et de rayon r soit contenue dans H ; si f(J, x, £ 0 ) est 
lipschitzienne pour la constante k > 0 dans I x H, prenons a assez 

petit pour que «-^-< r ; en prenant V tel que, pour tout 

^ e V, on ait || i(t, x, £) - l(t, x, if 0 ) || ^ x dans I x H, on repondra 

a la question en vertu de la prop. 7 ; en outre, on a 

Mi-**) _ i 

Q-«o(OII<«-—J—- 

dans (< 0 , ce qui acheve de demontrer le theoreme. 

Remarque. — Lorsque H = E et que la condition (16) est 
verifiee dans I x E, la prop. 7 s’applique a toute solution a 
de x' = g(t, x), dans un intervalle quelconque oil cette solution 
est definie ; on peut meme supposer que g(t, x) est lipschitzienne 
pour une fonction k{t) reglee dans K, mais non necessairement 
born^e dans cet intervalle. 

7. Dipendance des conditions initiates . 

Soit x' = f(t, x) une equation localement lipschitzienne dans 
I X H ; d’apres le th. 2, pour tout point (J 0 , xj de I x H, il 
existe un plus grand intervalle J(* 0 , Xq) c I, non reduit a un point, 
contenant t 0 , et dans lequel il existe une integrale (et une seule) 
de 1 equation, egale a Xq au point t 0 ; nous allons preciser la maniere 
dont cette integrale , et l’intervalle J(t 0 , xj oil elle est definie, 
dependent du point ( t 0 , xj. 

Theoreme 4. — Soient f une fonction localement lipschitzienne 
dans I x H, (a, b) un point quelconque de I x H. 

1 ° Il existe un intervalle Kcl, voisinage de a dans I, et un 

Bourbaki XII. — 2 
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voisinage V de b dans H tels que , pour tout point (t 0 , *o) deK X V, 
il existe une integrate et une seule u(t, «.) defime dans K a valeurs 
dans H et eg ale d x,, au point t 0 (autrement dit, on a J(t„, *o> 3 K 

quel que soit (t 0l Xo) e K. X V). 

2 o L,' application (I, t 0 , i.) - u(t,*,) de K X K X V dans H 
est uniformement continue. 

30 II existe an voisinage W c V de b dans H td ?«e, pour tout 

noinl (t t,i.)eKX K X W, Vequation *o = u(t 0 , t, *) ** dans V 
une solution unique x eg ale d a (t, t„, «.) (« resolution de l’mtegrale 

par rapport a la constante d’integration »). „ 

to Soient S une boule de centre b et de rayon r contenue dans H, 
J 0 un interval contenu dans I et voisinage de a dans I, tels 
que £ soit bornee et lipschitzienne (pour une certaine constante k) 
dans J 0 x S ; nous designers par M la borne supMeure de 
|j £(t, x) II dans J 0 X S. II existe alors (th. 1) un mtervalle J c J„ 

voisinage de a dans I, et une integrale v de x' - 1 («> *) d6 me 
dans J, a valeurs dans S et egale a b au point a. Nous allonsvoi. 
que la boule ouverte V de centre b et de rayon r/2, et 1 inter¬ 
section K de J et d’un intervalle )a-l,a + l(, od l est assez 
petit , rdpondent a la question. En effet, la prop. 7 (apply* 4 
"ensemble J, X S et au cas ou « = 0) montre qu il existe une 
integrale de *' = !(t, *) defime dans K, a valeurs dans S, et 6gale 
& Xq en un point t 0 e K, pourvu que 1’on ait 

(18) ||v(0 - b|| + ||v(f 0 ) - x oll e/cl/ /o, < r 

pour tout t m K. Or, d’apres le th. des accroissements finis on a 
|| v(t) - b || < M 1 1 - a | < Mi pour tout t e K.; comme || - b II < T\i, 

on voit qu’il suflit de prendre l tel que 

(19) Ml + (Ml + r/2)e 2H < r 

pour que la relation (18) soit verifiee pour tout point (t, to, *o) 
de K X K X V. 

2» D’aprfes le th. des accroissements finis, on a 

(20) II u(«„ t 0 , *«) - *o) II < M I- *i I 

quels que soient t„, t, dans K et x„ dans V. La prop. 5 montre que 


( 21 ) 


||u(t, t 0 , xj -u(l, t 0 , 


<e 


x 2 -x 


quels que soient t et t 0 dans K, x 1 et x 2 dans V. Enfin, si t x et f, 
sont deux points quelconques de K, on a 

ufo, t 2 , x 0 ) - u(f 2 , h, Xo)||<M|f 2 -«i| 
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d’apres le th. des accroissements finis, c’est-a-dire 

II«(<i» h, Xo)-x 0 ||<M|/ 2 -^|; 

comme u (t, Xq) est identique a l’integrale qui, au pointy, prend 
la valeur u(^, t 2 , Xq), la prop. 5 montre que Ton a 

( 22 ) II u(*, *i, x o) - U(/, t 2y Xo) II < M e 2 « 1 1 2 - t, I 

quels que soient t , t x , U dans K et x 0 dans V. Les trois inegalites (20), 
( 21 ) et ( 22 ) demontrent done la continuity uniforme de l’applica- 
tion (t, t 0 , Xo) u (t, t 0 , Xo) dans K x K x V. 

3° D’apres (20), on a || u(z, t 0) Xo) - %|| < M1 1 - t 0 1 < 2MJ dans 
K x K x V. Si / a ete pris assez petit pour que 2M l< r/ 4 , on 
voit done que si x 0 est un point quelconque de la boule ouverte W 
de centre b et de rayon r/4, on a u {t, t 0 , X,,) e V quels que soient 
t et t 0 dans K. Si x = u(/, t 0 , Xq), la fonction $ -* u(s, t , x) est done 
definie dans K et egale a l’integrale de (1) qui prend la valeur x 
au point t, c’est-a-dire a u(s, t 0 , Xq) ; en particulier 

x o == u(/ 0 > Xo) — u(/ 0 , t , x). 

D’ailleurs, si y e V est tel que Xo = u {t 0 , t , y), l’integrale 5 -> u (s, t , y) 
prend la valeur x*, au point t 0y done est identique k s-> u (s, t 0 , Xo), 
et par suite prend la valeur x au point t , ce qui montre que y = x 
et acheve la demonstration. 


Exercices. 1 ) a) Avec les notations du n° 3, on suppose que f 
est uniformement continue dans JxS. D^montrer alors la prop. 3 
sans faire usage de l’axiome de choix (soit 3 tel que les relations 
I k - h I < s , || *2 - x. || < 8 entrainent || f(t,, *,) - {(<„ Xj ) || ^ E . 
considerer une subdivision de J en intervalles de longueur 

< mm ( 8 > m) et definir par recurrence la solution approchee). 

b) Lorsque E est de dimension finie, et que i est lipschitzienne 
dans I X H, demontrer la prop. 3 sans faire usage de 1’axiome 
de choix (remarquer que pour tout 6 > 0 , il existe un nombre 
fim de points x f de S tels que tout point de S soit k une distance 

< 5 d’un point x ( ; proeeder ensuite comme dans a), en conside¬ 
red les fonctions reglees l(t, x f ) en nombre fini). 

2 ) Etant donnes deux nombres * > 0 , M > 0 , et un nombre 
arbitrage £ > 0 , donner un exemple d’une equation differentielle 
scalaire x' = g(x) telle que | g(x) | <$ M pour | x | < b, et qui admet 


une integrale z = u(t) continue dans l’intervallel--- £ - + -( 


mais n’ayant pas de limit© finie au point x = rj -f- e (definir g de 


fonctions d’une variable reelle chap, iv, § 1 


sorte que l’inWgrale considirce ait une ddrivde continue dans 
I L e A + A cette derive < 5 tant egale k la constante M dans 

y m ’ m ** 

3) Soient S une boule ouverte de centre x 0 et de rayon r, I 
une fonction lipschitzienne pour la constante k > 0 dans I X S ; 
on suppose en outre que f(t, x„) est bornee dans 1 , et on designe 
par M 0 la borne supcrieure de ||!((, x.) || dans cet intervals Montrer 
que, pour tout t 0 e I, il existe une integrate u de x' — *(«, *). & 
valeurs dans S, egale A x„ au point et ddfinie dans Intersection 

de I et de l’intervalle )<„ - \ <„ + >■(, oil * = | log (l + j^) (remar- 


I. 


c, ^ ^ 0 /* 

If 4) a) Soient I =)(„ - a, t 0 + a( un intervalle ouvert dans 
R, S une boule ouverte de centre Xq et de rayon r dans E, 
f une fonction localement lipschitzienne dans I X S. Soit h{s, z) 
une fonction ^ 0 des variables rdelles 5, z, definie et continue 
pour 0 < s < a et 0 < z < r, telle que, pour tout 5 e [0, a J, 
l’application z -* h{s, z) soit croissante ; on suppose que, dans 
I X S, on ait II 1(1, X) II < h(\t - to |, || x - x-1|). Soit <? une primi¬ 
tive d’une fonction rSglee dans un intervalle (0, (a < a), a 

valeurs dans ( 0 , r(, telle que <?( 0 ) = 0 et ?'(s) > h{s , ?($)) dans 
(0, a), sauf aux points d’un ensemble denombrable. Montrer que 
l’integrale udex' = f(*, x), 6 gale ^au point t 0 , est definie dans 
-a, * 0 ’-f a(, et que, dans cet intervalle,on a||u(0-Xo||^<?(I*-*o|)- 
b) DSduire de a) que si f est definie dans I X E, ot s’ll existe 
une fonction h{z) de la variable reelle z, definie, continue, crois- 

f+°° dz 

sante et > 0 pour tout z > 0 , telle quej^ ^ = + co, et 

que fl £(<, x) || < h{ || x [)), toute integrate de x' = !(f, x) est definie 
dans I tout entier. 

5) Soit E l’espace nornte complet forme des suites x = (£n) 
de nombres reels telles que lim Xn = 0 , nornte par || x || = sup | Xn |. 

Pour tout entier n, soit en la suite dont tous les termes sont nuls, 
4 l’exception du terme d’indice n, egal a 1; l’espace E est somme 
directe du sous-espace V n de dimension 2 engendr<§ par e« et e» + i et 
du sous-espace ferme W„ engendre par les e* d’indice k distinct de 
7 i et de 7 i + 1 . Soit f„ une fonction continue et lipschitzienne dans E, 
4 valeurs dans E, constante sur toute classe modulo W», tgale 
4 _ 6n sur la droite joignant e» & e n +i, et egale & 0 dans l’in- 

tersection de V„ et de la boule ||x|| < j. D’autre part, pour tout 
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entier n >> 0, soit une fonction numerique definie et continue 

1 1 

dans l’intervalle f——r 5 -1, egale 4 0 aux extremites de cetinter- 

K n + 1 n>' 6 


+ 

1 _ 

valle, et telle que <?n{t)dt = 1. Soit I l’intervalle (0, l) dans R; 

n+l 

on considere dans I x E la fonction f, 4 valours dans E, definie 

1 1 

comme suit : f(0, x) = 0 quel que soit xeE; pour ——7 t -» 

£(*, x) = <pn(0ti(>)* Montrer que £ est continue et localement lip- 
schitzienne dans I x E, raais qu’il existe une integrale u de 
Inequation |x' = f(/, x), definie et bornee dans )0,l), egale 4 e,, 
pour t = 1/rc, et par suite ne tendant vers aucune limite lorsque 
t tend vers 0. 

Tf 6) a) Soit I = (0, -f- oo (; si f est lipschitzienne dans I x E 


pour une fonction reglee k[t) >* 0 telle que l’integrale | k(t)dt 

Jo 

soit convergente, montrer que toute integrale do liquation 
x' = i(t, x) est definie dans I tout entier. 


00 


b) Si en outre l’int6grale J || £(<, x 0 ) || dt est convergente 

(pour un certain point x 0 e E), montrer que toute integrale de 
x' = i{t, x) tend vers une limite finie lorsque t tend vers -f oo 
(montrer d’abord que toute integrate est bornee lorsque t tend 
vers -f oo). 

7) On consid4re le systeme d’equations differentielles scalaires 


00 


n 


dxi 


dt i,k= l 


= 2 


CijkXjXk 


(1 < i < n) 


ou les djk sont |des constantes telles que Ckji = - c» 7 *. Montrer que 
les integrales de ce systeme sont definies pour toutes les valeurs 

n 

de t (remarquer que.S x\ est constante pour toute integrale 

x = {.Xi )). 

8 ) Soit £ une fonction definie dans I x H, satisfaisant aux 
conditions du lemme 1, et telle que, pour une constante k telle que 

0 < k < 1, et pour un point t 0 e I, on ait, quels que soient t e I 
et x 1? Xg dans H 

II f (f. *0 - f(<, * 2 ) II < yrrg II x i - % II- 

Montrer que, si u et v sont deux solutions approchees de liquation 
x' = i(t , x) 4 et e 2 pres respectivement, definies dans I, 4 valeurs 
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dans H et prenant la meme valeur au point * 0 , on a, pour tout 
te I 

ll»(0 - v(01| < -J-ZJ* 1 4 ~ 


En deduire quo les th. 1 et 2 sont encore valables pour liquation 
x' = l(t , x) dans les conditions indiquees. 

9) Soient I un intervalle dans R, l 0 un point de I, S une boule 
de rayon ret de centre x 0 dans E, G Tespace norme des applications 
bornees de I x S dans E, la norme d’uno telle application £ etant 
la borne superieure || £ || de || £(£, x) || dans I X S. Pour tout M > 0, 
soit G m la boule ||£|| < M dans G. Soit L la partie de G forntee 
des applications lipschitziennes de I x S dans E ; pour toute 
fonction £ e L n G M , soit u = U(£) l’integrale de x' = £(*, x), telle 
que u(I 0 ) = Xq, 4 valeurs dans S et definie dans Intersection J M 


de I et de l’intervalle )* 0 - t 0 + j^((th. 1 ). 

a) Soit (£ n ) une suite de fonctions appartenant & L n G M ; 
si £ n converge uniformement dans I X S vers une fonction £, 
toute valeur d’adherence (pour la topologie de la convergence 
uniforme) de la suite des u n = U(£n) dans I’espace F des applica¬ 
tions bornees de J M dans E, est une integrate de x' = £(*, x) pre¬ 
nant la valeur x 0 au point t 0 (utiliser le fait que l’ensemble des 
Ur, est equicontinu). Reciproquement, toute integrale v de 
x' = £(<, x) definie dans J M et telle que v(l 0 ) = est aussi 
integrale d’une equation x' = g (t, x), ou g est lipschitzienne et 
arbitrairement voisine de £ dans G (considerer l’equation 
x' = £„(<, x) + v'(0 - £„(*, v(<))). 

b) On suppose en outre que E soit de dimension finie. Montrer 
que si £ e G M satisfait aux conditions du lemme 1, pour tout 
t e J M , l’ensemble H(<) des valeurs au point t des integrates de 
x' = £(<, x) qui prennent la valeur x 0 au point t 0 , est un ensemble 
compact et connexe (pour voir que H(£) est ferine, utiliser te th. 
d’Ascoli ; pour voir qu’il est connexe, utiliser a) : si x 1? x 2 sont 
deux points de H(0, et e > 0 un nombre arbitraire, montrer qu’il 
existe un ensemble connexe ‘ 1 * de fonctions g appartenant 4 L n G M 
telles que || £ - g || < e pour toute fonction g e < 1 >, et que , 1 ’ensemble 
des valeurs des fonctions U(g) au point t soit connexe et contienne 
x x et x 2 . Conclure en passant a la limite suivant un ultrafiltre plus 
fin que te filtre des voisinages de 0 dans R+). 

10) Soit / une fonction numerique continue et bontee definie 
dans te pav 6 P : I t - t 0 | <C a, | x - x 0 | <C b de R 2 . Soit M la 
borne superieure de | /(*, x) | dans P, et I =)f 0 “ a > *o + a (i °u 


a = min 




. Montrer que l’enveloppe superieure et l’enveloppe 


interieure de l’ensemble ‘I* des integrates de x' = /(f, x) definies dans I 
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et prenant la valeur x 0 au point t 0 , sont encore des integrates de 
x' — f(t, x ), qu’on appelle respectivement integrate maximale 
et integrale minimale de cette equation, correspondant au point 
(f 0 , x 0 ) (remarquer que l’ensemble <l> est equicontinu et ferme pour 
la topologie de la convergence uniforme dans I). 

Pour tout tel, soit & la valeur de fintegrale minimale (corres¬ 
pondant a (* 0 , z 0 )) au point x. Montrer que fintegrale minimale 
correspondant au point (x, \) est identique a fintegrale minimale 
correspondant au point (f 0 , x 0 ) dans un intervalle de la forme 
(x, x + A( si x > < 0 , de la forme )x - h, x) si x < t 0 . 

En deduire qu’il existe un plus grand intervalle ouvert )< 1? * 2 ( 
contenant t 0 et contenu dans )f 0 “ ( l ue l’integrale 

minimale u correspondant au point ( t 0 , x 0 ) puisse etre prolongee 
par continuity a / 2 ( de sorte qu’en tout point t de Ji lf < 2 (, 
u(t) appartienne 4 )# 0 - b, x 0 + et que u soit identique a l’inte- 
grale minimale correspondant au point ( t , u{t)) dans un intervalle 
de la forme (*, t + k( si t > t 0 , de la forme )* - k, t)si t <t 0 \ 


montrer en outre qu’on a, soit t x = t 0 - a (resp. t 2 = t 0 a ) 
soit lim u{t) = x 0 zb b (resp. lim u(t) = x 0 ± b). 

11) a) Dans le pave P : 1 1 - * 0 | << a, \ x - x 0 | <C b, soient g et h 
deux fonctions numeriques continues telles que g{t, x) <C h{t, x) 
dans P. Soit u (resp. v) une integrale |de x' = g{t , x) (resp. 
x' = h{t, x)) telle que u(t 0 ) = x 0 (resp. v(t 0 ) = x 0 ) definie dans un 
intervalle (* 0 , t 0 -f c(; montrer que, pour t 0 < t < t 0 + c, on 
a u(t) *< v(t) (considerer la borne superieure x des t pour lesquels 
cette inegalite a lieu). 

b) Soit u fintegrale maximale de x' = g{t, x) correspondant au 
point ( t Q , x 0 ) (exerc. 10), definie dans un intervalle (< 0 , t 0 + c(. Mon¬ 
trer que, dans tout intervalle compact (/ 0 , t 0 + d) contenu dans 
(< 0 , t 0 + c(, fintegrale minimale et fintegrate maximale de l’equa- 
tion x' = g{t, x) + e correspondant au point ( t 0 , £ 0 ), sont definies 
d&s que e > 0 est assez petit, et convergent uniformement |vers u 
lorsque e tend vers 0 par valeurs >> 0. 

c) Soient g et^deux fonctions numeriques definies et continues 
dans P et telles que g(J, x) h{t , x) dans P. Soit (f 0 , t 0 + c( un 
intervalle dans lequel sont definies une integrale u de x' = g{t,x) 
telle que a(< 0 ) = a: 0 , et fintegrale maximale v de x' = h{t, x) cor¬ 
respondant au point ( t 0) x 0 ). Montrer que, dans cet intervalle, 
on a u{t) v[t) (se ramener au cas a) a l’aide de b)). 

12) Soit u fintegrale de fequation x' = V+ ^ ^ 2 -, egale a 0 


pour t = 0, et soit J le plus grand intervalle d’origine 0 dans 
lequel u est continue. 

j 

a) Montrer que, si X on a J = (0, + oo ((utiliser f exerc. 4). 
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b) Montrer que, si X > £, on a 


J = (o, a(, 


avec 


sh —V < a <S sh 

2yx 


7C 

\/4X - 1 


(poser a; = y y/l + * 2 , et utiliser l’exerc. 11). 

Tf 13) Soit I = (f 0 , < 0 + c), et soit 10 une fonction numerique 
continue et > 0 definie dans I x R. Soit S une boule de centre Xq 
dans un espace norme complet E, et soit £ une application continue 
de I x S dans E telle que, quels que soient t e I, x x e S et e S, 
on ait ||£(*, x x ) - £(*, x 2 ) || < o>(*, ||x x - x 2 ||). Soient u et v deux 
integrals de x' = i{t , x) definies dans I, 4 valeurs dans S, telles 
que u{t 0 ) = x x , v(t 0 ) = x 2 ; soit w l’integrale maximale (exerc. 10) 
de z' = «*>(t, z) correspondent au point (t 0 , ||xj - >2 ID) et suppos4e 
definie dans I ; montrer que, dans I, on a ||u(t) - v(<) |j w{t). 
(Soit w(t, e) l’integrale maximale de z' = <*>(£, z) + £ correspondant 
au point (t 0 , || x x - x,||), oil t > 0 est assez petit. Montrer que 
|| u (t) - v(t) || w(t, e) pour tout £ > 0, en raisonnant par l’ab- 
surde). 

b) Dans l’enonc4 des hypotheses de a), on remplace I par l’inter- 
valle I' = )/ 0 -c, / 0 ). Montrer que, si w est, dans cet intervalle, 
l’integrale minimale de z' = u>(t, z) correspondant au point 
( t 0 , || Xj - Xa ||), on a, dans I', || u(f) - v(01| > w(t) (meme methode). 

H 14) a) Soit w(t, z) une fonction numerique continue et ^ 0 
definie pour 0 <C t a et z 0. On suppose que z = 0 soit la seule 
integrale de z' = u>(*, z) definie pour 0 < t ^ a et telle que 

lim z(t) = 0 et lim ^ = 0. Soit I = (* 0 , / 0 + a(, S une boule de 

centre x 0 dans E, £ une application continue de I x S dans 
E telle que, quels que soient tel, x x e S et XgeS, on ait 
|| £(f, Xj) - £(*, x 2 ) || < w(| t - t 0 1, || Xj - Xg ||). Montrer que, dans un 
intervalle d’origine t 0 contenu dans I, l’equation x' = £(*, x) ne peut 
avoir qu’une seule solution u telle que u(< 0 ) = Xq. (Raisonner par 
l’absurde : si v est une seconde integrale de x' = £(<, x), minorer 
II u(0 - v(<) || dans un intervalle d’origine t 0 , 4 l’aide de l’exerc. 
13 b ), et obtenir ainsi une contradiction). 

Appliquer au cas oil o >(t, z) = k- avec 0 A; < 1 (cf. exerc. 8). 


b) Le resultat de a) s’applique pour u>(f, z) = -; mais montrer 

dans ce cas par un exemple que si u, v sont deux integrates ap- 
prochees 4 £ pr4s de x' = t(t, x), egales 4 Xq au point f 0 , il n’est pas 
possible de majorer ||u [t) - v(t) || par un nombre ne dependant que 
de t (et non de la fonction £). (Prendre pour £ une application conti¬ 
nue de R+ x R dans R, 4gale 4 x/t pour t > a et pour 0 ^ t a et 
\x \ ^ < 2 , et independante de t pour les autres points (f, x)). 
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c) Soit Q(t) une fonction numerique continue et 0 pour 

r a () (t) 

0 t a. Montrer que si l’integrale I ~ dt est convergente, 

Jo 1 

le resultat de a) s’applique pour top, z) = z ; au contraire, 


si 



0(0 


dt est infinie, donner un exemple de fonction continue f, 


1 + Q(l*-*ol) 

t-t Q 


X, - X, 


telle que Ton ait || i{t, x L ) - fp, x 2 ) || 

i w i 

mais telle que l’equation x' = fp, x) ait une infinite d’integrales 
egales k x 0 au point t 0 (construire f comme dans b)). 

15) Soit /p, x ) une fonction continue numerique definie pour 
1 1 1 a, | x | b y telle que f{t, .r) < 0 pour lx > 0, et /p, x) ;> 0 
pour tx < 0 ; montrer que x = 0 est la seule integrale de l’equa¬ 
tion x' = /p, .r) qui prenne la valeur 0 au point t = 0 (raisonner 
par l’absurde). 

16} Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f une 
fonction bornee dans I x H et satisfaisant aux conditions du 
lemme 1, telle que l’equation x' = fp, x) admette une seule solution 
u definie dans I, k valeurs dans H, egale a x 0 au point t 0 . On sup¬ 
pose en outre que pour tout entier n assez grand, il existe une 
integrale approchee u n de x' = fp, x) a 1/n pres, definie dans I, 
a valeurs dans H, et egale a x 0 au point t 0 . Montrer que la suite 
(u n ) converge uniformement vers u dans tout intervalle compact 
contenu dans I (utiliser le fait que la suite (u„) est equicontinue 
dans I). 

17) Soit E l’espace des suites x = (^,i) n eN nombres reels 
telles que lim x n = 0, muni de la norme l|x|| = sup |a? n |, qui en 

n ► oo n 

fait un espace norme complet. Pour tout x = pr„) e E, soit 
y = f(x) l’element ( y n ) de E defini par y n = y/| x n | H-x~T 5 la 

TL I 1 

fonction f est continue dans E. Montrer qu’il n’existe aucune 
solution de l’equation differentielle x' = f(x) definie dans un voisi- 
nage de 0, a valeurs dans E, et egale a 0 pour t = 0 (cf. exerc. 11). 


§ 2. — Equations diff^rentielles linlaires. 

1 • Existence des integrates d’une equation differentielle 
lineaire . 

Soient E un espace norme complet sur le corps R, J un inter¬ 
valle dans R, non reduit a un point. On dit qu’une equation 
differentielle 

dx 


( 1 ) 


dt 


= *(*, x) 
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ou f est definie dans J X E, est une equation lintaire si, pour 
tout ie J, l’application x-* f(*, x) est une application lintaire 
affine continue (*) de E dans lui-meme ; si on pose b(t) = i (*, 0), 
l'application x -> f(f, x) - l(t, 0) = i(t, x) - b(t) est done une appli¬ 
cation lineaire homogene continue de E dans lui-meme ; nous d6si- 
gnerons desormais cette application par A(t), et nous noterons 
i4(^).x (ou simplement A(t)x) sa valeur en un point xeE; 
l’equation differentielle lineaire (1) s’ecrit done 

(2) = A(t). * + b(l) 

ou b est une application de J dans E ; lorsque b = 0, on dit que 
l’equation difT6rentielle lineaire (2) est homogene. 

Exemples. — 1) Lorsque E est de dimension finie n sur R, on 
peut identifier Tendomorphisme A(t) 4 sa matrice ( aij[t)) par rap¬ 
port a une base (quelconque) de E ( Alg ., chap. II, § 6, n° 5) ; 
lorsqu’on identifie un vecteur x e E 4 la matrice 4 une colonne (xj) 
de ses composantes par rapport 4 la base de E consideree, l’6cri- 
ture A{t).x de la valeur de 1’application lineaire homogene A(t) 
au point x est bien conforme aux conventions generates d’Al- 
gebre {Alg., chap. II, § 6, n° 4). Dans ce cas, liquation (2) est 
6quivalente au systeme d’equations difTerentielles scalaires 


(3) 


Tt =,?! «#>*» + c < £ < »)• 

2) Soient G une algebre normee complete sur R, a(t), b(t) et n(t), 
trois applications de J dans G ; l’equation 

(far 

■j t = a(0x + xb(0 + c(0 

est une equation difTerentielle lineaire ; A[t) est ici 1’application 
lineaire x -> a {t)x + xb(<) de G dans elle-meme. 


n 


Pour tout (e J, A{t) est un element de 1’ensemble £(E) des 
applications lineaires continues de E dans lui-meme (endomor- 
phismes continus de E) ; on sait (Top. gen., chap. X, § 2, n° 2) 
que ( i(E), muni de la norme || U\\ = sup || t/.x|| est une algebre 

normde complete sur le corps R et que l’on a || UV IK II v INI v |i. 


(*) Rappelons que si E est de dimension finie, toute application lineaire 
affine de E dans lui-meme est continue (Top. gen., chap. VI, § 1, n 08 3 et 5). 
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Dans tout ce paragraphe , nous supposerons que les conditions 
suivantes sont satisfaites : 

a) Vapplication t-+A(t) de J dans i£(E) est regUe. 

b) Vapplication t -* b (t) de J dans E est rdglee. 

Lorsque E est de dimension n , 'i’(E) est isomorphe a R" (en 
tant qu’espace vectoriel topologique), et la condition a) signifie 
que chacun des elements aij(t) de la matrice A(t) est une fonction 
reglee dans J. 


Comme on a || A(t')x - j4(*)x|| ^ || A(t') - A(t) ||.|| x||, l’applica- 
tion t -> A(t) .x b (t) est reglee pour tout x<= E ; en outre, on a 

II -4(0*i ~ -4(0*2II = II -4(0(*i - * 2 ) || < || -4(<) ||.|| Xj - x 2 1| quels que 

soient t e J, x x et dans E ; en d’autres termes, le second membre 
de (2) satisfait aux conditions du lemme 1 du § 1, et est lipschitzien 
pour la fonction reglee ||-4(0|| dans J x E. Par suite (§1, cor. 2 
du th. 2) : 


Theoreme 1. — Soient t-> A(t) une application reglee de J 
dans S£(E), t -> b(0 une application reglee de J dans E. Pour tout 
point (* 0 , Xq) de J x E, Vequation lineaire (2) admet une solution 
et une seule , definie dans J tout entier et egale a Xq au point t 0 . 


2. Linearite des integrates d’une equation differentielle 
lineaire. 

La resolution d’une equation differentielle lineaire (2) est un 
probleme lineaire (Alg., chap. II, § 4, n° 7) ; l’equation lineaire 
homogene 

(4) 

est dite associee a liquation non homogene (3) ; on sait alors 
(Alg., chap. II, § 4, n° 7, prop. 11) que si u L est une integrale de 
l’equation non homogene (2), toute integrale de cette equation 
est de la forme u -f u 1? ou u est une integrale de l’equation homo¬ 
gene associee (4), et reciproquement. Nous allons d’abord etudier 
dans ce n° les integrates d’une equation homogene (4). 

Proposition 1. — L'ensemble 3 des integrates de Vequation 
lineaire homo gene (4), defi.nies dans J, est un sous-espace vectoriel 
de Vespace (?(J, E) des applications continues de J dans E. 

La demonstration est immediate. 
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Theoreme 2. — Pour tout point ( t 0 , Xq) de J x E, soit u(J, to, x,,) 
Vintegrale de VEquation homogene (4), definie dans J et 6gale d Xq 
au point t 0 . 

1° Pour tout point t *= J, Vapplication Xq-*• u(J, £ 0 , Xq) est une 
application lineaire biunivoque et bicontinue C(t , t 0 ) de E sur 
lui-meme. 

2° Vapplication t -► C(t, t 0 ) de J dans £(E) est identique a 
Vintegrale de V equation differentielle lineaire homo gene 



dU 

dt 


= A(t)U 


qui prend la valeur I (application identique de E sur lui-meme) 
au point t 0 . 

3° Quels que soient les points s, t, u de i, on a 
(6) C{s , u) = (7(5, t)C(t, u), C(s, t) = ( C(t , s))~\ 


D’apres la prop. 1, u (t, t 0 , Xj) -f u(£, t 0 , x^ (resp. Xu(*, < 0 , xj) 
est une integrate de (4) et prend au point t 0 la valeur Xj -f- *2 
(resp. Xxq), done, en vertu du th. 1, elle est identique a u (t, * 0 , x t + * 2 ) 
(resp. u (t, t 0 , XxJ) ; l’application x 0 -► u(J, t 0 , Xq) est done une 
application lineaire C(t , J 0 ) de E dans lui-meme, et on peut ecrire 
u(*, t 0 , Xq) = C(t, t 0 ). Xo. 

Comme l’application (X, Y)-> XY de £(E) x ( i(E) dans £(E) 
est continue {Top. gtn., chap. X, § 2, n° 2), l’application t -> A(t) U 
de J dans tf(E) est r6glee pour tout U e 'l’(E) ; on a en outre (Top. 
gen., chap. X, § 2, n° 2) 


A(t)X-A(t)Y\\ = \\A(t)(X- y)||<M(0l|.||X- Y II, 


done on peut appliquer a liquation lineaire homogene (5) le 
th. 1 ; soit V(t) l’integrale de cette equation definie dans J et 
6gale a / au point t 0 . On a (chap. I, § 1, prop. 3) 

|W0*o) •X 0 = ^(0(F(t).x„) 


et pour t = t 0 , F(0-Xo = /.Xq = x*, ; d’apr&s le th. 1, on a n6ces- 
sairement V(t). Xj, = C(t, t 0 ). Xq pour tout XoeE, e’est-a-dire 
V(t) = C(t, t 0 ) ; ceci d6montre que C(t, t 0 ) appartient a £(E), 
autrement dit, que Xq -► C(t, t 0 ). Xq est continue dans E, et que 
l’application t -> C(t, t 0 ) est l’int^grale de (5) egale a / au point 
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Enfin, l’integrale 5 — C(s, u).% de (4) est egale a C(t,u).x 0 
au point £, done on a, par definition 

C(s , u).x 0 =C(s, t).(C(t , u).Xo) = (C(s, t)C(t , «)).Xo 

quel que soit x„gE, d’ou la premiere relation ( 6 ); comme C(s, s) = /, 
on a C(s, t)C(t , 5 ) = / quels que soient 5 et t dans J ; ceci prouve 
(Ens. R, § 2, n° 12) que C(Z, t Q ) est une application biunivoque 
de E sur lui-meme, dont l’application reciproque est C(t 0 , t). Le 
theoreme est ainsi completement demontre. 

On dit que C(t , J 0 ) est la rtsolvante de l’equation (2). 

Corollaire 1. — U application qui , a tout point s^eE, fait 
correspondre la fonction continue t - C(t % t 0 ).x 0 , definie dans J, est 
w/i isomorpkisme de Vespace norme E sur Vespace vectoriel 3 des 
integrates de (4), muni de la topologie de la convergence compacte. 

C’est en effet une application lineaire biunivoque de E sur 3 ; 
dans un ensemble compact KcJ, C(t y t 0 ) est born 6 e, done on a 
*o)-Xo||< M ||Xo|| quels que soient te K et XqgE, ce qui 
prouve la continuity de l’application consideree ; comme 

CK 4>) • x 0 = *o» 

il est Evident que son application reciproque est aussi continue. 

Corollaire 2. — Vapplication (s, t) -* C(s, t) de J x J dans 
^(E) est continue. 

En effet, on a, d’apres ( 6 ), C(s, t) = C(s, QY 1 ; or, 

l’application ( X , Y)-*XY de <f(E) x S£(E) dans !£(E) est con¬ 
tinue, et il en est de meme de Papplication X -* X- 1 du groupe 

(ouvert) des Elements inversibles de !£(E) sur lui-meme (Top. 
gin., chap. IX, § 3, prop. 14). 

On notera que l’application t -► C(f 0 , t) = (C(t, 1 0 )) _1 admet 
(dans le comptementaire d’un ensemble denombrable) une derivee 

Sgale 4 - (C(t, < 0 ))- 1 (C(t, ( 0 ))-i (chap. I, § 1, prop. 4), e’est- 

4-dire (d’aprhs la formule (5)) a - C(t 0 , t)A(t). 

Corollaire 3. — Soit K un intervalle compact contenu dans J, 
et soit k = sup M(0||. Quels que soient t et t 0 dans K, 

< 7 > II C(t, y - /|| < _ i. 


on a 


A 
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En effet, on a M(t)*o|| < *= Kll P our tout teK ; danS K ’ la 
fonction constante egale a est done une inigrale approch6e k 

k || I, || pres de l’equation (4) ; d’apis la formule (15) du § 1, on 

a done || C(t, t 0 )*. - <||*oll ~ « fi uels .1“ aoiant * * *• 

dans K, et x„ dans E, ce qui 6quivaut a l’inegalii (7) d apis la 

definition de la norme dans 'i(E). 

Proposition 2. — Soil B un endomorphisme continu de E, 
independant de t, et permutable avec A(t) pour tout Is J ; alors B 
est permutable avec C(t, t 0 ) quels que soient t et t 0 dans J. 

En effet, on a, d’apis (5) 

-(BC) = BAC = ABC et ^(CB) = ACB, 
d/t 

done - ( BC - CB) = A(BC - CB) ; mais BC(t 0 , t 0 ) - C{t 0 , QB = 0, 
dt 

done (th. 1) BC(t, I„) - C(t, t„)B = 0 pour tout is J. 

Un cas particular important de la prop.2est celui oil E est mum 
d’une structure d’espace veotoriel norme par rapport au corps des 
nombres complexes C, et oil, pour tout U J, A(t) est un endo¬ 
morphisme de E pour cette structure d’espace vectonel ; cela 
signifie que >1(1) est permutable avec l’endomorphisme continu 
n.ix de E (pour la structure d’espace vectoriel sur R) ; done 
C(t, t 0 ) est permutable avec cet endomorphisme, ce qui signifie 
que, quels que soient t et !„ dans J, C(t, t„) est un endomorphisme 
continu de la structure d’espace vectoriel norni de E sur C. 


3. Integration de liquation lineaire non homogene. 

L’integration de l’equation lineaire non homogene 

(2) g = yl(i).x + b(I) 

se ranine a Emigration de l’equation homogfene associe 


(4) 




et au calcul d’une primitive. Avec les notations du th. 2, posons en 
effet x = C(t, f 0 )z, d’ou on tire, d’apres la seconde formule (6), 
z = C(t 0 , t)x ; si x est une integrate de (2), z est une integrate de 
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1 Equation ^(C(J, W z ) — A(t)C(t, t 0 ) z -f- b(£); comme l’application 

bilineaire ( U, y) -> U.y de S£(E) x E dans E est continue (Top. 
gen., chap. X, § 2, n° 2), z admet une derivee (sauf en un 
ensemble denombrable de points de J) et on a, par la formule de 
derivation d’une fonction bilineaire (chap. I, § 1, prop. 3) 

It < c «- « z > = —r 1 ■ * + c ( t, g • § = Amt, t 0 )z + c(t, g ^ 


dt 


(en rempla f ant par A(t)C(t, t 0 ), en vertu de (5)). L’equa- 

tion en z se r6duit done a C(t, g = b(<), ou encore a 


( 8 ) 


dz 

•j- = C(t 0 , 0M0 


d’apres la seconde formule (6). Or, le second membre de liqua¬ 
tion (8) est une fonction reglee dans J, etant obtenue en substi- 
tuant des fonctions reglees a U et y dans la fonction bilineaire 
continue U. y (cf. chap. II, § 1, cor. 2 du th. 3) ; liquation (8) a 

done une integrate et une seule prenant la valeur % au point t 0 , 
donnee par la formule 


+ f'c(t 0 , s)b(s)ds. 

Jl 0 

Comme on a C(t, g f‘c(t 0 , s)b(s)ds = f‘ C (t, t 0 )C(t 0 , s)b(s)ds 

Jt * J t 0 

(chap. II, § 1, formule (10)), on obtient (en tenant compte de la 
premiere formule (6)) le resultat suivant: 


Proposition 3. — Avec les notations da th. 2, pour tout point 
(* 0 , Xq) de J x E, VinUgrale de Vequation lineaire (2) ddfinie dans J 
et egale a Xq au point t 0 , est donnee par la formule 

(10) u(0 = C(t, to)x o + f l C(t, s)b(s)ds. 

Jto 

La methode qui conduit a la formule (10), et qui consiste a 
prendre la fonction z comme nouvelle fonction inconnue, est sou- 
vent appelee « methode de variation des constantes ». 
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4. Systemes fondamentaux d’int&grales d’un syst&me li- 
n&aire d’Equations difftrentielles scalaires. 

Nous allons considerer dans ce n° et le suivant le cas oil E est 
un espace vectoriel de dimension finie n par rapport au corps C des 
nombres complexes (done de dimension 2 n par rapport k R), et 
oil pour tout t e J, A(t) est un endomorphisme de E pour la struc¬ 
ture d'espace vectoriel sur C. On peut alors identifier A(t) k sa 
matrice ( a if (t)) par rapport a une base de E (sur le corps C), les a {f 
6tant cette fois n 2 fonctions complexes definies et regimes dans J ; 
s (1 </<n) designant les composantes (complexes) d’un vec- 
teur xe E par rapport k la base consid6ree, liquation linSaire 

dx 


( 2 ) 


dt 


= A(t).x + W) 


est encore equivalente au systeme 


(3) 


dX{ 

dt 


n 


= 2u a if (t)Xf + bi(t) 
/=i 


(1 < i < ^). 


Les th. 1 et 2 et la prop. 2 montrent alors que, pour tout 
^ = (xj 1<k<n dans E, il existe une integrate et une seule 

u = de Equation 

dx 


(4) 


dt 


= A{t).x 


d^finie dans E et egale a x„ au point t 0 ; cette integrate peut s’Gcrire 
u(*, t 0 , Xo) = C(t , t 0 ).Xo , C(t, t 0 ) etant une matrice carr inversible 
{Cij{t, t 0 )) d’ordre n , dont les coefficients sont des fonctions com¬ 
plexes continues dans J X J et telles que t -> c,->(£, <o) s0 ^ une 

primitive de fonction reglee dans J. 

Dans le cas particulier ou n = 1, le systeme (3) se r6duit a une 

seule Equation scalaire 

dt) g = «(*)* + &(*) 

(a(t) et 6(0 fonctions complexes r6gl6es dans J) ; on verifie aussitdt 


(I 


l’int^grale de (11) egale a x 0 au point U, est done donn6e explicite- 
ment par la formule 

(12) u(t) = Xq exp ( f a(s)ds\ + j* b(s) exp ( £ a(T)drjds. 
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Dans l’espace (°(J, C) des applications continues de J dans C, 
muni de la topologie de la convergence compacte, l’ensemble 3 
des integrates de l’equation (4) est un sous-espace vectoriel (sur C) 
isomorphe a E, done a C” (cor. 1 du th. 2, et prop. 2). On appelle 
systeme fondamental d’integrales de (4) une base (u y ) 1</<n de 
cet espace (sur le corps C). 

% 

Proposition 4. — Pour que n integrales u, (1 ^ n) de 

liquation (4) forment un systeme fondamental , il faut et il suffit que 
leurs valeurs u^(£ 0 ) en un point J soient des vecteurs lineairement 
independants dans E. 

En effet, l’application qui, a tout Xq e E, fait corresponds l’inte- 
grale t-> C(t, t 0 ) .x 0 , est un isomorphisme de E sur 3 (cor. 1 du 
th. 2, et prop. 2). 

Si ( e /)i</< n est une base quelconque de E sur C, les n inte¬ 
grales Uj(t) = C(t, tf^.ej (1 n) forment done un systeme 

fondamental ; si on identifie C(t , t 0 ) a sa matrice par rapport a la 
base (e 7 ), les integrales u,- ne sont autres que les colonnes de la 

matrice C(t, t 0 ). L’integrale de (4) prenant au point t 0 la valeur 
* n 

x 0 =2 V/ est alors C(t, g.Xo = 2 l k u k (t). 

I~ 1 k= 1 

Etant donnees n integrales quelconques u, (1 < / < n) de (4), on 
appelle determinant de ces n integrales en un point *ej, par 
rapport a une base (e / ) 1 ^ / ^ n de E, le determinant 

< 13 ) A(0 = [u 1 ( 0 ,u 2 W,...,u n ( 0 ] 

des n vecteurs u,(*) par rapport a la base (e 7 ) (Alg. t chap. Ill, § 6, 
n° 1). On a (Alg., chap. Ill, § 6, formule (1)) 

( 14 > A(«) = A (t 0 ) det (C(t, t 0 )). 

D’apres la prop. 4, pour que (u soit un systeme fonda¬ 
mental d’integrales de (4), il faut etVsuffit que le determinant 
A(0 des u* soit ^ 0 en un point t 0 de J ; la formule (14) montre 
alors de nouveau que A (t) ^ 0 en tout point de J, autrement dit 

que les vecteurs Uj{t) (i ^ j ^ n) sont toujours lineairement 
independants. 


Bourbaki XII. — 3 
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Proposition 5. 
par la formule 


chap, iv, § 2 
Le determinant de la matrice C{t, % o) est donni 


fonctions d’une variable reelle 


det (C(t, t 0 )) = exp ( f Tr(A(s))ds). 


(15) 

En effet, si on pose 5(0 = det (C(t, «,)), on a d’aprfes la fornnde 
donnant ta dSrivee d’un determinant (chap. I, § 1. formula (3)) 

® = Tr ( - C( j— (C(t, *o)) _ 1 V(*) 

dt \ dt J 

en v.rtu d, r 4 ,«.U.n diHdrenti.il. (5) l U,»* 

satisfait C(t, t 0 ) 

f? = Tr(d4(t))3(0- 

dt 

Comme 5(t 0 ) = 1, la lormule (15) se deduit de 1’expression (12) 
de l’intdgrale d’une equation lineaire scalaire. 

La donnee de n integrales lineairement ind 4 pendante.de (4) 
determine toutes les integrales de cette dquat.on, comme nous 
"de le voir. Nous aliens maintenant montrer qua pour 
1 < p < n la donnee de p integrales IMairement indipendantes u, 
(1 </<p) de liquation (4) ramene l’integration de cette 
equation a celle d’un systeme lineaire homogene de n - p equations 
scalaires. Supposons que, dans un interval Kc J, d existe n P 
applications u p+t (1 < * < - - P) de K dans E, pnnut«« de 
fonctions reglees dans K, et telles que, pour tout t * K, 
teurs u,(f) (1 < j < n) ferment une base de E. 

Pour tout point t, e J, il existe toujours un intervaUe K, voisi- 

nage de 1 1 dans J, dans lequel sont de limes n-p ton ® tlon ® 
u ( 1 < k < n - p) ay an! les propriety prfeedentes. En eflet, so 

(e)‘< <„ une base de E ; d’apres le th. d’echange, U ex.ste 

n -p vecteurs de cette base qui torment avec les u,(d) (1 </<p) 
une base de E ; supposons par exemple que ce soient V,.. 

comme le determinant [u,(0,- • u p(0- e p +• ■ ’ e “ ] pa ”, P p 0ur 

4 la base (•,)) est fonction continue de t et n’est pas nul pour 

t 1 r.l existe un voisinage K de 0 dans lequel U n’est pas nul ; 
on peut done prendre u p+ t(l) = e P *t (1 k n p) pour e 

II existe une matrice inversible B(t) d’ordre n, dont les 61ements 
sont des primitives de fonctions reglees dans K, telle que 
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B(t)^ — u,(0 pour 1 < / < n. Posons x = B(t) y ; y satisfait 4 
1 equation . y -f- B(t) = A(t)B(t)y , qui s’ecrit aussi 

| = H(t)y 

ou H(t) = (hj k (t)) est une matrice a coefficients regies dans K. 
D’apres la definition de B(t), cette equation lineaire admet les 
p vecteurs constants e y (1 </</?) comme integrals ; on en 
conclut aussitot qu’on a nScessairement h jk (t) = 0 pour 1 < A: < p ; 
les composantes y k de y (par rapport a la base (e,)) d’indice 
k >P + 1 satisfont done a un sysUme lineaire homogene de 
n-p equations ; une fois determines les solutions de ce systeme, 

les ~dt d indice i^P sont fonctions lineaires des y„ d’indice 

k >p + \, done sont connues, et les primitives de ces fonctions 
donneront les y, d’indice / < p. 

En particulier, lorsqu’on connait n- 1 integrates lineaire- 
ment independantes de l’equation (4), Integration de cette equa¬ 
tion est ramenee 4 celle d’une seule equation scalaire homogene 
et par suite au calcul de n primitives. ’ 

Remarques. — 1) Tout ce qui precede s’applique encore au cas ou 
E est de dimension n sur le corps R et A(t) un endomorphisme de E 
pour tout te J : d audit de remplacer partout C par R. 

2) Soit A(t) = (cum une matrice carree d’ordre n dont les 
elements sont des fonctions reglees reelles (resp. complexes) de t 
ans J, et soit C(t , t 0 ) = (cryfi, („)) la matrice resolvante du systeme 
lineaire (3) correspondent. Soit F un espace norme complel quel 

ferentielles hniaires ° J * C ° nSid ' r ' 0nS ‘ 6 3ySt ™ e d ’^ ations d * 

d?i y 

St = i €‘ 1 a 'M*t 

ou les fonctions inconnues y, prennenl leurs auteurs dans F II est 
immediat que la solution ( u /)l</< „ de ce sysUme telie que 

tes formuIes° Ur ‘ < '' < * ( * arbitraires dans F > est d °™ee par 


n 


Mt] =/?! M (1 < i < n). 

Considerons en particulier le cas ou A(t ) est un endomorphisme 
dun espace vectoriel E de dimension finie „ C, tel qu’d S 
une base de E par rapport 4 laquelle la matrice de^(r)ait ses ele- 
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ments reels pour tout uJ. Alors ce qui precede montre (en vertu 
du th. 1) que la matrice resolvante C(t, t 0 ) par rapport 41a memo 
base a aussi ses elements reels : 11 suffit en elTet do consider 1 es- 
pace vectoriel E„ sur R engendre par la base de E considdreeet de 
remarquer que la restriction de A(t) 4 E 0 est un endomorphisme 

de cet espace vectoriel. 

5. Equation adjointe. 

L’espace E etant toujours suppose etre de dimension finie n sur 
le corps C, soit E* son dual (Alg., chap. II, § 4, n° 1), qui est un 
espace de dimension asurC; la forme bilinSaire canomque 
/ x x * ) definie dans E x E* (Alg., chap. II, § 4, n» 1) est continue 
dans ce produit (etant un polynome par rapport aux composantes 

de xe E et de x* e E*). 

Etant donnee une equation lineaire homogene (4), oh t-+ A(t) 
est une application reglee de J dans S(E), cherchons s’ll existe une 
application t -> v(l) de J dans E*, primitive d’une fonction reglee 
dans J, et telle que la fonction numerique t (u(t), v(t)) sort 
constante dans J lorsque u est une solution quelconque de (4) ; ll 
revient au meme d’fecnre que la derivee de cette fonction doit etre 
nulle en tout point oil u et v sont dSrivables, c’est-4-dire qu’on doit 

avoir en ces points 

(g,v(0) + (" ( 0,g) = °- 

Or, d’aprfes(4), on a(g, v«)) = (A(0«(0, v(0) =-<«(*). 

ou - B(t) est la transposee de A(t) (Alg., chap. II, § 4, n° 9). La 
relation a laquelle doit satisfaire v s’ecrit done 

(u{t),f t ~B(t)v(t)) = 0 

en tous les points oil A(t) est continue et v(<) derivable. Or, pour 
un tel point t et un point x*, e E arbitrage, il existe d’apres le th. 1 
une solution u de (4) telle que u (t) = Xo ; on doit done avoir 

«/ ^ _ B(t)w(t) ) = 0 pour tout XqgE, ce qui signifie que 

dt 

— - B(t)w(t) = 0. Par suite : 
dt 
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Proposition 6. — Pour qu'une application t -> v(t) de J dans E*, 
primitive d'une fonction reglee dans J, soit telle que (u(*), v(f)) 
soit constante dans J pour toute solution u de V equation (4), il faut et 
il suffit que v soit solution de V equation Unfair e homo gene 

<«> § - ««* 

ou - B(t) est la transposee de A(t). 

L equation (16) est dite adjointe de (4) ; il est clair qu’inverse- 
ment (4) est adjointe de (16). Les elements de la matrice B(t) etant 
fonctions reglees de7 dans J, les r^sultats obtenus ci-dessus sur les 
Equations lineaires sont applicables a l’equation (16). En parti- 
culier, l’integrale de (16) prenant la valeur x$ au point t 0 peut 
s ecrire B(t } t 0 ) . x^f, ou H(t,t 0 ) est une application lineaire biuni- 
voque de E* sur lui-meme, identique a l’integrale de liquation 

(17) w=v 

qui prend la valeur / au point t 0 . Il en resulte qu’on a (avec les 
notations du n° 2) 

( C(t, t 0 )x 0 , H(t, t 0 )x$ ) = ( x 0 , xj 'j 
quels que soient Xqg E et xje E*, ce qui montre que 

< 18 > H(t, t 0 ) = C{t, « 

(contragrfaiente de C(t, t 0 )). En particular, si on connait un systeme 

fondamental d’integrales de l’equation adjointe (16), la matrice 

H(t y to) est d<§terminee, done aussi C(t , * 0 ), et par suite toutes les 
integrates de liquation (4). 

Remarque. Soient E et F deux espaces normes complets sur 
R (ou sur C), (x, y) -* (x, y) une forme bilin£aire continue dans 
E x F telle que la relation « (x, y) = 0 pour tout y <= F » (resp. 

« ( x, y ) = 0 pour tout x e E ») entralne x = 0 (resp. y = 0) Sup- 
posons en outre que, pour tout t e J, il existe une application li- 
n^aire continue B(t) de F dans lui-meme, telle que l’on ait 
\ A(J)x, y) + (x, Bit) y) = 0 pour tout (x, y) e E x F. Dans ces 
conditions, on voit comme ci-dessus que, pour qu’une application 

1 -+ JW de J dans F > primitive d’une fonction r4gtee, soit telle 
que (u(£), v(«)) soit constante pour toute integrate u de (4), il faut 
et il suffit que v soit integrate de liquation (16), qu’on appelle 
encore 1 adjointe de (4) (cf. Livre V, chap. III). 
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6. Equations diff&rentielles lin&aires d coefficients cons¬ 
tants . 

Nous supposons de nouveau que E est un espace norm£ complet 
quelconque sur R ; soit A un endomorphisme continu de E, indi¬ 
pendant de t, et considerons liquation linSaire homogene 

dx A 

(19) ^7 = ^- x - 


Lorsque E est de dimension finie, l’equation (19) est 6quiva- 
lente 4 un systeme homogene (3) d’equations difterentielles sca- 
laires, oil les coefTicients cuj sont des constantes. 


D’apr£s le th. 1, toute integrate de (19) est defime dans R tout 
entier ; d’apr^s le th. 2, l’integrale de (19) prenant la valeur Xo en 
un point t 0 <= R peut stecrire C(t, g«o, oh C(t , t 0 ) est une application 
lin£aire biunivoque et bicontinue de E sur lui-meme, satisfaisant 


a l’equation 

( 20 ) 



et telle que C{t 0 , t 0 ) = I. On a en outre ici l’identite 
(21) C(t + T, t 0 + T ) = to) 

quel que soit reR : en effet, on a — = AC(s , + T ) 
d’apres (20), et, comme A est constant, il en resulte qu’on a aussi 

dC{t + T,t 0 t) __ Tj ^ _|- T ) ; d’autre part 

dt 


c(t 0 + t, t 0 -\-r) = i = c(t 0 , g, 

d’oii l’identite (21), puisque l’integrale de (20) 6gale a / au point 1 0 


est unique. 

Si on pose C 0 {t) = C(t , 0), on a done C(£, t 0 ) = C 0 (t — g; d autre 
part, pour tout Xe R, C 0 Q.t) est identique a l’intSgrale de l’6qua- 

tion 



dU 

dt 


= IAU 


qui prend la valeur I au point 0. Nous poserons la definition sui- 
vante : 
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Definition 1. — Etant donne un endomorphisme continu A de E, 
on dtsigne par e A ou exp A Vautomorphisme de E €gal a la valeur 
au point t = 1 de Vintegrale de VEquation (20) qui prend la valeur I 
au point t = 0. 


Avec cette notation, les remarques qui pr6c&dent la d6f. 1 
montrent que 

(23) C(t, t 0 ) = exp (A(t -<„)). 

La notation exponentielle ainsi introduite est justifiee par les 
proprietes suivantes, qui sont tout a fait analogues a celles de la 
fonction exp z, pour z reel ou complexe (cf. chap. Ill) : 


Proposition 7. — 1° Vapplication X->e x est une applica¬ 
tion continue de ^(E) dans le groupe des automorphismes de E (ele¬ 
ments inversibles de S€(E)). 

2° L'application t —► e Xt de R dans ^(E) est derivable et on a 


(24) 


j t (e x ‘) '= Xe xi = e x, X. 


3° Quel que soit Xei£(E), on a 


(25) 


00 


X 


x n 


n=o n ! 


= 2 


la s6rie du second membre etant absolument et uniformement conver- 
gente dans toute partie bornee de £(E) ; en particular, e n = e l I 
pour t e R. 

4° Si X et Y sont permutables , Y et e Y sont tous deux permutables 
avec e x , et on a 

V 

(26) e x+r= e x e Y' 

La relation (24) resulte de Texpression (23) de C(t , 0) et du fait 

que cette fonction est integrale de (20) ; de (24) on deduit par 

recurrence sur n que t — e Xi est indefiniment derivable dans R 
et que l’on a 

D n {e Xt ) = X n e xt . 

D’apr^s la formule de Taylor, on peut done £crire 


(27) e x =/+| + |! + 


Y n 

+ji+ x ' 


■f. 


e Xt dt. 


D’autre part, le cor. 3 du th. 2 montre que || e Xt || < exp (|| X |]. 1 1 1). 
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Done le reste r„(X) = X n+1 f g ' ( \fe*‘dt de la formule (27) 
satisfait a l’inegality 

111 mil< ll X ll n+ - e l|X|1 

II r n(-^) II ^ (/l 1) ! e 

d’ou on dyduit la formule (25), la s6rie du second membre 6tant 
absolument et unifornament convergente dans toute partie born6e 
de ( i(E). Pour tout couple d’elements X, T de £(E), on a done 

e x + r_ e x = 

n = 1 71 1 

Or, on peut ecrire (X + T) n - X n = 2 V X V 2 - • • E„, la somme 

etant ytendue aux 2” - 1 suites (F<) d’etements de £(E) telles que 
Vf= X on V { = T pour 1 < i < n, un au moins des V { 6tant 

egal a T ; on en conclut aussitot l’inegalite 

II (x + r) n - x n || < (|| x || +1| r ||) n - II x |p, 

d’oti 

(28) || exp (X+ T) - exp X||< exp (|| X|| + || T\\) - exp ||X|| 

ce qui ytablit la continuity de 1’application X —► exp X. 

Enfin, si X et Y sont permutables, Y est permutable avec e Xt 
(prop. 2), done on a 

± (e x, e Y ‘) = Xe x, e Yl + e x \ Ye YI ) - (X + Y)e x, e Y ‘. 

flt 

Comme d’autre part e Xt e Yl est 6gal k I pour t = 0, on a 
e xt e Yt = e (x+y)£ ? d’od la formule (26). De cette derni&re, on 

dyduit en particulier que, pour s et t r£els quelconques, on a 

(29) e x( * +<) = e Xs e Xt 
et aussi que 

(30) e~ x = (e x ) -1 . 

On notera par contre que la formule (26) n’est plus exacte lors- 
qu’on ne suppose pas X et Y permutables : elle entralnerait en 
effet que exp X et exp Y sont toujours permutables, ce qui 
n’est pas le cas, comme le montrent des exemples simples (exerc. 3). 

Supposons maintenant que E soit un espace vectoriel de dimen¬ 
sion finie sur le corps C, et A un endomorphisme de E (pourlastruc- 
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ture d’espace vectoriel sur C) qu’on peut identifier a sa matrice 
par rapport a une base de E ; pour tout t e R, e At est alors un auto- 
morphisme de E pour cette meme structure (prop. 2). Soient r k 
(1 k q) les racines distinctes (dans C) du polynome caracte- 
ristique cp(r) = det (.4 - rl) de l’endomorphisme A (« racines 
caracteristiques » de A) ; si n k est l’ordre de multiplicity de r k , 

7 

on a n k = n. On sait ( Alg chap. VII) qu’a chaque racine r k 

k=l 

correspond un sous-espace E* de E, de dimension n k , tel que E* 
soit stable par A ) et que E soit somme directe des E* : E* peut 
etre d6fini comme le sous-espace des vecteurs x tels que 

(A - r k I) n *x = 0. 

7 

Soit a un vecteur quelconque de E ; on peut 6crire a = s a*, 

ou a*eE* ; l’integrale de l’equation (19) prenant la valeur a au 
point t = 0 est done donnee par 

u(<) = e At .& = 2j e At .& k = e r *e^ A ~ rk ^ 1 .& k . 

k=i k k=i k 

Mais comme a* e E*, on a 

(31) = a* + - r k I)& k + y\ {A ~ + ' '' + 

+spin < A ~ V)-*-*.- 

Toute integrate de l’equation (19) peut done s’ecrire 

7 

(32) u (t) = e*v k (t) 

oti p k (t) est un polynome par rapport a t, a coefficients dans l’espace 
vectoriel E*, et de degre ^ n k -1. En particular, si toutes les racines 
de l’equation caract£ristique de A sont simples , les espaces E* 
(1 k ^ n) sont tous de dimension 1 sur le corps C, et il existe 
done n vecteurs c k tels que les n fonctions (1 k ^ n) 
forment un systeme fondamental d’integrales de 1’equation (19). 

Les racines caracteristiques de l’endomorphisme A sont encore 
appelees les racines caracteristiques de Vequation lineaire (19). On 
observera qu’on obtient liquation caracteristique de A en ex- 
primant que la fonction ce* est integrale de (19) pour un vecteur 
c ^ 0. 
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Lorsque Ton a determine expliciteraent les racines r* (1 k ^ y), 
ainsi que I’ordre de multiplicity n k de r k , on obtient en pratique les 
integrates de (19) en ecrivant que cette equation est verifiee par 
l’expression (32), ou p* est un polynome arbitraire de degre 
^nt-1, k coefficients dans E ; en identifiant, dans les deux 
membres de liquation obtenue, les coefficients de e*** (pour 
1 k < 7 ), on obtient des equations lineaires par rapport aux 
coefficients des polynomes p*: on constate aisement que ces equa¬ 
tions determinent les coefficients des termes de degre >» 0 de p* 
en fonction du terme constant, et que ce dernier est solution de 
I’equation ( A -r k I) nk .x = 0, qui definit lesous-espace E*(«methode 
des coefficients indetermines »). 

Remarque. — Lorsqu’il 'existe une base de E telle que la ma- 
trice de A par rapport k cette base ait ses elements reels (cf. n° 4, 
Remarque 2), 1’equation caracteristique de A a ses coefficients 
reels. Pour tout vecteur x = de E, rapporte k la 

base consider, soit x = (^)j^ fr ^ n ; l’application x-► x est 

une involution antilineaire de E. On sait ( Alg ., chap. VII) que, si r k 
est une racine non reelle de l’equation caracteristique de A t 
E* le sous-espace stable correspondant, alors r k est une racine 
caracteristique ayant meme ordre de multiplicity n k que r k , et 
l’image E* de E* par l’application x —>■ x est le sous-espace stable 
correspondant k r k . On en deduit que si u j (1 ^ ^ n k ) sont 

n k integrates lineairement independantes k valeurs dans E*, les 2 n k 
integrates u/ -f u/, i(u/ - u,) sont lineairement independantes et 
ont, par rapport k la base choisie dans E, des composantes qui sont 
des fonctions reelles de E. Si r k est une racine caracteristique reelle, 
la remarquo 2 du n° 4 montre (avec les memes notations) que les n k 
integrates u/ -j- U* (1 n k ) sont lineairement independantes 

et ont leurs composantes reelles. On obtient de la sorte un systeme 
fondamental d’integrales de (19) dont les composantes sont toutes 
reelles. 

7. Equations lineaires d’ordre n. 

On appelle equation difjerentielle lineaire d'ordre n toute equa¬ 
tion de la forme 

(33) D n a: - - • • • - a n _ 1 (^)Dx - On(t)x = 2>(J) 

oil les a k (1 k ^ n) et b sont des fonctions scalaires (complexes) 
de la variable reelle J, defmies dans un intervalle J de R. Le pro- 
cede general du § 1 , n° 1 montre que cette equation equivaut au 
systeme lineaire de n equations du premier ordre 
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N° 7 


(34) 


dx k 

dt 

dXn 

dt 


— X k+1 


(1 ^ k n - 1) 


= + (h(t) x n -1 + * • • + + b(t) 


c’est-a-dire k l’equation lineaire 


(35) 


g=4(<).X + b(0 


ou on a pose x = (x u x 2 ,. . x n ) g C", b(t) = (0, 0,..., 0, &(*)), et 
oti la matrice A(t) est definie par 



L’etude de l’equation lineaire d’ordre n consiste done a appliquer 
a l’equation lineaire -particuliere (35) les resultats generaux qui 
precedent. Pour tout intervalle J ou les fonctions a f (1 ^ n) 

et b sont reglees , il existe une fonction et une seule h, definie 
dans J, admettant dans cet intervalle une deriv6e (rc-l)-&me 
continue et une derivee n-eme reglee (sauf aux points d’un 
ensemble denombrable), satisfaisant a l’equation (33) dans le 
complementaire d’une partie denombrable de J, et telle que 

(36) «(«„) = x 0 , Du(g = x' 0 ,. .., D" _1 u(g = xf"- 11 

ou t 0 est un point quelconque de J, x Q , x' 0 ,..., n nombres 

complexes arbitraires. 

Pour que p integrales Uj (1 j p) de l’equation homog^ne 

(37) D n z - - On-i(t)Dx - an(t)x = 0 


associSe a (33), soient lineairement independantes (dans l’espace 
C(J, C) des applications continues de J dans C, consider^ comme 
espace vectoriel sur C), il faut et il suffit que les p integrales 
correspondantes u^ = Du f ,. .D" _1 m ; ) de l’equation homo- 
c£x 

g6ne-^ = A(t).x soient lineairement independantes (dans l’espace 


£(J, C”) des applications continues de J dans C”). Il est evident 
en effet que la condition est necessaire. Inversement, s’il existe 
n constantes complexes non toutes nulles telles qu’on ait identi- 
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quement 2 \jUj{t) — 0 dans J, on en deduit ^2 XyD fc i^(t) = 0 
dans J pour tout entier k tel que 1 < k < n - 1, ce qui signifie 

n 

que Ton a 2 )./%(t) = 0 dans J. 

Par suite (cor. 1 du th. 2) : 

Proposition 8. — Vensemble des integrates de liquation linfaire 
homo gene (37), dtfinies dans J, est un espace vectoriel de dimension 
n sur le corps C. 


Etant donn^es n integrates quelconques Uj (1 ^ n) de 

liquation (37), on appelle wronskien de ce systeme d4nt6grales 

le determinant (par rapport a la base canonique de C n ) du systeme 

cZx 

des n integrales correspondantes u, de liquation = A(t) .x, 
c’est-a-dire la fonction 



«l(0 «a(0 . . • MO 

DttifO D 11,(0 . ..DUn(0 

D n ' 1 w 1 (0 D”" 1 11,(0. . • D^MO 


Pour que les n integrales u f soient lineairement independantes, 
il faut et il suflit que W(0 ^ 0 dans J ; d’ailleurs, il suffit pour 
cela que W(^) ^ 0 en un point h de J (prop. 4) ; en outre, On a 
(prop. 5) 

(38) W (t) = W(t 0 ) exp ^J‘‘a 1 (s)ds'j. 


Identifions la resolvante C(t, t 0 ) de liquation (35) 4 sa 
matrice par rapport a la base canonique de C n ; les colonnes 
v ; (t, ^o) (1 n ) de cette matrice sont alors n integrales lineaire¬ 
ment independantes v f (t, t 0 ) = (^(t, t 0 ), D Vj(t y t 0 ),..D n_1 ^(t, to)) de 

liquation homogene ~ = A(t) .x, qui correspondent aux n inte¬ 
grals lineairement independantes ty(t, to) de liquation (37), telles 
que t 0 ) = o, t (indice de Kronecker) pour 

(en convenant de poser DVy = v f ). Il en resulte en particular que 
la methode de variation des constantes (n° 3) appliquee a liqua¬ 
tion (35) donne ici comme integrale particuliere de (33), egale a 0 
ainsi que ses n - 1 premieres deriv6es au point t 0 , la fonction 



w(t) = f v n (t, s)b(s)ds. 
Jt 0 
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Dans le cas particulier de l’equation T) n x = b{t), la formule (39) 
redonne la formule exprimant la primitive 7i-&me de la fonction 
r6glee b{t) qui s’annule ainsi que ses n — 1 premieres d6riv6es au 
point t 0 

w(t) = f lc Hs) T^T) r* 

(chap. II, § 1, formule (20)) : l’integrale de D n x = 0 qui est nulle 
ainsi que ses n - 2 premieres derivees au point < 0 , et dont la derivee 
(n - l)-4me est egale 4 1 en ce point, est en effet le polynome 
(t ~ tor'Kn - 1 )!. 


8. Equations lin&aires d’ordre n a coefficients constants. 


Si, dans liquation (33), les coefficients a { sont constants , la 
matrice correspondante A est constante ; l’equation caract^ris- 
tique correspondante s’obtient en ecrivant que & est solution, 
ce qui donne 


(40) 


r” - apr* 


-i 


On-iT -a n = 0 . 


Soient r f (i ^ j ^.q) les racines distinctes de cette equation, 

9 

nj (1 ^ ^ q) l’ordre de multiplicite de la racine r f ( 2 j n f = n). 

D’apr&s les r 6 sultats des n 08 6 et 7, a chaque racine ^ correspond, 
pour l’equation homogene 


(41) D”# - %D n_1 # - • • • - a n _i Dx - OnX = 0 


un systeme de n f integrates lineairement independantes 


Uj k (t) = e r >‘p ik {t), 

ou Pjk est un polynome (a coefficients complexes) de degre n f - 1 
(1 k <1 nj) ; en outre, les n integrates u jk (1 ^ < 7 , 1 ^k^nj) 

ainsi obtenues sont lineairement independantes. II en resulte que 
les nj polynomes p jk (1 k Uj) sont lineairement indepen¬ 
dants dans l’espace des polynomes en t de degre ^nj- 1 , done 
forment une base (sur C) de cet espace, puisque ce dernier est 
de dimension n f . Autrement dit : 

Proposition 9. — Soient Tj (1 q) les racines distinctes de 

VEquation caracteristique (40), et soit nj Vordre de multiplicite de la 
racine r f (1 ^ j q). Les n fonctions t k e r i l (1 ^ k ^ n^ l^j^q) 

sont des integrales lineairement independantes de Vequation homo- 
gene (41). 
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On peut demontrer ce resultat directement de la fa$on sui- 
vante. II resulte de liquation (41) que la d6riv6e /i-feme de toute 
integrate de cette equation est derivable dans R, d’oii on d6duit 
aussitot, par recurrence sur l’entier m> n, que toute integrate 
de (41) admet une d6riv6e d’ordre m, autrement dit, est indefi- 
niment derivable dans R. Soit (0 l’espace vectoriel sur C (nontopo- 
logique) des fonctions complexes ind6finiment d6rivables dans R ; 
l’application x -+ Dx est un endomorphisme de cet espace, et 
liquation (41) peut stecrire 

(42) f(®) x = 0 

oil f{ D) = D” - a 1 D n ~ 1 - an -iD - On ( Alg ., chap. IV, § 2, n° 1). 

Proposition 10. — Soient g et h deux polynomes premiers entre 
eux tels que f = gh. Le sous-espace des solutions de (42) est somme 
directe des sous-espaces des solutions des deux equations 

g(D)s = 0, h(D)x = 0. 

En effet, en vertu de l’identit6 de Bezout (Alg., chap. VII) il existe 
deux polynomes p( D) et ^(D) tels que p(D)g(D) + ^(D)/i(D) = 1. 
Pour toute solution x de (42), on peut done 6crire x = y + z, oil 
y = p(D)g(D)x et z = q(D)h(D)x, et on a h(D)y = p(D)(/*(D)x) = 0, 
et g(D)z = g(D) (/(D)x) = 0. D’autre part, si on a a la fois g(D)z = 0 
et h(D)x = 0, on en tire x = p(D)(g(D)x) + ?(D)(/*(D):r) = 0, ce 
qui acheve la demonstration. 

Avec les notations precSdentes, on peut alors 6crire 

9 

/(D) = n<D ~rp 

et la prop. 10, appliquee par recurrence sur q, montre que le sous- 
espace des solutions de (42) est somme directe des sous-espaces 
des solutions des q equations 

(43) (D - rjj^x = 0 (l</< ?)• 

Or, pour tout nombre complexe r, on a 

(44) D(e r< x) = e*(D + r)x 
• et par suite liquation (43) equivaut a 

D"He~ r *x) = 0 
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et a done pour solutions les fonctions e^p^t) oti parcourt 

I’ensemble des polynomes de degr6 ^ n f - 1 ; on retrouve ainsi 
la prop. 9. 


Liquation homogene (41) ytant supposee r^solue, (e’est-a-dire 
que les racines caracteristiques sont supposees determinees), on 
sait que la methode de variation des constantes permet de trouver 
les solutions de liquation non homog^ne 

(45) D n x - - a n _ x Dx -dnX= b(t) 

od b(t) est une fonction r6glee quelconque (n° 3) ; on notera que 
si b(t) est indefiniment derivable dans un intervalle J, toutes les 
integrates de (45) sont indefiniment derivables dans J. Dans lecas 
particulier b(t) — e at p(t), ou p est un polynome (a coefficients 
complexes) et « un nombre complexe quelconque, on obtient plus 
simplement une integrate de (45) de la fa$on suivante. Posons 
x = e at y ; l’equation 

f(D)x = e al p(t) 

stecrit d’apr&s (44) 


1(cc + D )y = p(t) 

ou encore, en vertu de la formule de Taylor appliquee au poly¬ 
nome f( D) 


(46) 


^TT D%y + e> "' 1 2 / + • • • + fjy vy + fl«)y = pit). 


m 

Soit m le degre du polynome p(t) = 2 l k t m ~ k ; si f(x) ^ 0 

k=0 

(e’est-a-dire si a n’est pas racine caracteristique), il existe un poly- 

m 

nome et un seul u(t) = 2 q c k t m ~ k de degre m, solution de l’equa¬ 
tion (46), car les coefficients c k sont determines par le syst^me 
d’equations lin6aires 

^Jf"( a ) C k-2 4 -- 

+ (™) f k X*)c 0 = h (0 <A<m) 

qui admet evidemment une solution et une seule. Si au contraire 
« est une racine caracteristique, et si h est son ordre de multi¬ 
plicity, le calcul prycedent montre qu’il existe un polynome et 
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un seul v{t) de degr6 m, tel que toute solution de D h y = v(t) 
soit une integrate ; autrement dit, tout polynome solution de (46) 
est alors de degre m + h (« resonance »). 


9. Systemes (liquations lin&aires it coefficients constants . 

Avec les notations du n° precedent, consid6rons plus g6n6ra- 
lement un systdme de m Equations differentielles de la forme 

n 

(47) 2 Pd D)** = bt(t) (!</'< m ) 

ou les inconnues x k (1 </c< n) et les seconds membres b f (l</< m) 
sont des fonctions complexes de la variable r6elle *, et oft les p jk { D) 
sont des polynomes (de degre quelconque) a coefficients cons¬ 
tants (complexes) par rapport a l’operateur de derivation D 

(l</<m, 1 </c<n). 


De tels systemes ne sont pas du meme type que ceux considers 
au § 1, n° 1 (formule (5)), comme le montre l’exemple suivant: 



= a(t) 

-f- Da: 2 H- x 2 = KO* 


Nous nous bornerons au cas ou les bf(t) sont des fonctions 
indefiniment derivables dans un intervalle J, et nous chercherons 
seulement les solutions (x k ) l<k<n indefiniment derivables dans J. 
En posant b(0 = (W0». •-TWO) (application de J dans C"’), 
et x = (a^, x 2l ..., x„) y le systeme (47) peut stecrire 

(49) -P(D)x = b(t) 


ou P( D) est la matrice (pp( D)) a m lignes et n colonnes, dont les 
coefficients appartiennent a l’anneau C[D] des polynomes en D, 
a coefficients dans C. Soient /)(D) (1 < / < r < Min (m, n)) les 
facteurs invariants non nuls de la matrice P( D) ; on sait ( Alg 
chap. VII) que ce sont des polynomes unitaires bien deter¬ 
mines, tels que f, divise f i+1 pour 1 < / < r - 1 (r etant le rang 
de P{ D)) ; en outre, il existe deux matrices carries U( D) et 
F(D), d’ordres respectifs m et n, inversibles (dans les anneaux 
de matrices carries d’ordre m et n respectivement, a coefficients 
dans Vanneau C[D] des polynomes en D a coefficients complexes ), 
et telles que la matrice (?(D) = (q jk (D)) = U(D)P(T>)V(T)) ait 
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tous ses termes nuls, a I’exception des termes diagonaux 
9V/(D) = //(D) pour 1 </<r. Posons alors y = F-^DJx; 1’equa- 
ti°n (49) est <§quivalente a l’equation 

tf(D)(P(D)(F(D)y))= tf(D)b, 

c’est-a-dire a 

(50) <?(D)y = U( D)b 

ESX* U ^\ * St lnversib,e - 0r - si y = (2/.- y* . v.), et si 

(D)b(O — feW,. • c m (t)), l’equation (50) s’ecrit 

(51) /,( to)y f = Cj (t) pour 1 ^ r 

(52) 0 = C M Pour r + 1 < / m . 

Le systeme n’admet done de solutions indefiniment derivables 
que si les conditions (52) sont verifiees ; la determination des y, 

iff' v 86 ram6ne aJ ° rS 4 l’integration de r equations 

erentielles hneaires a coefficients constants (51) ; les y f d’indice 

>r sont des fonctions indefiniment derivables arbitrages. Une 
ois les solutions y de l’equation (50) ainsi determines, on en 
eduit les solutions de (47) par la formule x = F(D)y. 

7 1) , Certains des P ol y n °mos /,(D) peuvent se rt- 
duire 4 des constantes non nulles ; les Vi correspondants sont alors 
entierement determines. 

2) Lorsque les b, sont tous nuls, c’est-a-dire que le syst&me (47) 
esthomogene, les conditions (52) sont toujours verifiees , si en outre 

n, on voit que l’ensemble des solutions de (47) est un espace 

I’TstTd 8Ur V* di “ ension ^ ale a la "mme des degree des /Jd) 
c est-4-dire au degre de det(P(D)). ’ 

3) Les polynomes p,,(D) etani donnes, un systeme (47) oui 

mint H 8 M 10nS l0rsque leS SeCOnds me “i>res sont inddfini- 
ment derivables (ou derivables jusqu’a un certain ordre) neut 

tion P s a reil ^ 6t ! re l0rS<,Ue ^ SeC ° nds membres sont des func¬ 
tions reglees quelconques : e’est ce que montre l’exemple (48) 

Exercices. — 1) Soient E un espace norme complet sur R V 
un espace topologique, J un intervalle dans R; soil (t $) AU f) 

“ aX tends / X F daDS " (E) ’ t6l,e ? tend !yj 

o- ft 5) tende umformement vers A(t, y dans J. Si C(t, t 0} y est la 

riisolvante de l’equation lineaire ^ = Alt fix mnnt™ 

dt m °ntrer que, pour 

Bourbaki XII. — 4 
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tout interval compact K contenu dans J C(t, t„ 5) tend unifor- 
memont vers C(f, t 0 , l 0 ) lorsque l tend vers 5 0 , quels que soient t et 

<0 2)"soIt ( -* A(t) une application regime de J dans a:(E) telle que, 
pour deux points quelconques s, t de J, A(s) et A(t) sment permu- 


J 


de liquation j t = A(t)x est egale 4 exp 

Si t - A 1 (t), t - A 2 (t) sent deux applications rSgtees de J dans 

<i(E) telles que, pour deux points quelconques s, t de J, A x (s), 
A \ ( ; h A 2 (s), A 2 (t) soient deux 4 deux permutables, montrer qu on a 


(fu At{S)dS ) 6XP (ft, 


3 ) fitant domtees les deux matrices 


A = 


0 1 
0 0 


B = 


0 0 
1 0 


montrer qu’ on a e A + B ^ e e • . 

4 ) Si /> est un automorphisme quelconque de S(E), montrer 

que exp (PAP~') = P.(<*P A).P-K ^ 

5) Montrer par un exemple qu’une Equation ^ = A .x + e 'p(t), 

ou P est un polynome (4 coefficients dans E) pent avoir une inte¬ 
grate egale it un polynome de me me degre que p(0, meme lorsque « 

est racine caract^ristique de A. , 

6 ) Soit /(X) un polynome de degre rc 4 coefficients complexes, 

et soit 


q nf 

= £ 2 


^ih 


/(X) - , = l /.= l (X - r,)‘ 

la decomposition de la fraction rationnelle 1 //(X) en elements 
simples (Alg., chap. VII). Montrer que, pourtoute fonction reglee 

b{t), la fonction 




c 


A-l 


est une integrate de l’equation /(D)^ b(t). « 

tr 7 ) a \ Soit t A{t) une application d’un intervalle J c R dans 

X(E), telle que, pour tout xeE, 1 ’application t -> A{t)T de J dansE 

soit continue. Montrer que, dans tout intervalle compact KcJ 

|| A{t) || est bornee (utiliser l’exerc. 20 de Top. gen., chap. IX, § 5). 

Montrer que, dans ces conditions, pour tout point ( t 0 , *o) de J X E, 

l’equation ^ = ^ 1 ( 0 .x + MO admet une solution et une seule, 
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definie dans J, et (Sgale 4 x„ au point En outre, si on designe 
par u(t ( 0 , %) cette solution, l’application x„ -► u(f, t 0 , x„) est une 
application lineaire biumvoque et bicontinue Cft, t„) de E sur lui- 
meme, qui satisfait aux relations ( 6 ) et ( 7 ) ; de plus, l’appli¬ 
cation fs, t) -> Cfs, t) de J x J dans 2(E) est continue 
b) On prend pour E l’espace des suites x = (*J, ieN de nombres 
riels, telles que^ = 0, muni de la norme || x || = sup | % |, 

pour laquelie E est complet. Pour tout N J = fo ll soit A It) 

1 application lineaire de E dans lui-meme telle que 

^ W - X= (rT^^)n 6 K- 

Montrer que A(l) satisfait aux conditions de a), mais que l’appli- 
ca ion t A{t) de J dans £(E) n’est pas continue au point t = 0, 

et que la risolvante Cft, t 0 ) de l’equation J=^( ( ).xest telle que 

^application 1 -> Cft, t 0 ) de J dans 2(E) ne soit pas derivable au 
point t = (j. 

II 8 ) Soit G une algebra normee complete sur le corps R, admet- 
tant un 616ment unit£ e. 

a) Soit t -» a ft) une fonction reglee dans un intervals J c R 
Ajaleurs dans G. Montrer que l’intigrale u de liquation lineaire’ 

di = a(()x qui prend la valeur e en un point l,ej est inversible 


dans J, et que son inverse est solution de l’equation ~ = _ X a(l) 

(si v est l’integrale de cette derniere equation qui prend la valeur 
point t 0 , considirer les equations liniaires verifiees par uv et 

vu). En deduire que, pour tout x„ e G, l’integrale de ~ = a (()x qui 
prend la valeur x 0 au point < 0 est 4gale 4 u(()x 0 . ‘ 

b) Soient a(1), b(() deux fonctions reglees dans J, u et v les inte- 

gra.es des Equations § = a(t)x, | = xb W , qui prennent la 

valeur e au point t„. Montrer que l’integrale de liquation 

dt = a(()x + S ui P^nd la valeur x 0 au point t, est egale 4 
u(t)x^(t). 


c) Soient aft), b(f), eft), d ft) quatre fonctions regies dans 
(u, v) une solution du systeme de deux Equations linbaires 


dx 

Jt = a(t)x + b(<)y. 


dy 

di = C W* + d«)y. 



Montrer que si, dans J, v est inversible, w = uv- est integrale de 
1 equation ^ = MO -f a (t)z - zd(J) - zc(t)z (« equation de Riccati»); 
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rSciproque. En deduire que toute intSgrale de cette dernitre Equa¬ 
tion dans J, prenant la valeur * au point t 0 , est de la forme 

des applications continues de J dans 2(G) vdrifiant 1’ideotiti 
t/. (xy) = (U.i)y- 

d) Soit w, une integrale de ^ = b(f) + •(()* - “i 

dans J ; montrer que, si w est une autre integrale de cette Equation 
telle que w - w t soit inversible dans J, w - w l s’expnme ft 1 arde 

des integrates des equations ^ = - (d + cwjx et j t = x(a - w x c) 

(considerer l’equation ft laquelle satistait (w - w,)' 1 , et utiliser 6)). 

9) Soient y k (1 < * < n) n fonctions numenques defimes 

dans un intervalle I c R et admettant dans I une dftrivfte (» - l)-feme 

C °a) 1 ftlontrer que si les n fonctions y t sont linftairement dftpen- 

dantes, la matrice (yl r * , (0)o<ft<n-i > i<*<n est de rang < n en 

tout point tel. . (M 

b) Inversement, si pour tout tel, la matrice (y\ (»)) est de 

rang < n, montrer que dans tout intervalle ouvert non vide J cl, 
il existe un intervalle ouvert non vide U c J tel que les restric¬ 
tions des y k ft U soient lineairement dftpendantes (si p est le 
plus petit des nombres q < n tels que les wronskiens de q quel- 
conques des fonctions y k soient identiquement nuls dans J, con¬ 
siderer un point a e J oil le wronskien de p - 1 des fonctions y t 
n’est pas nul, et montrer que p des fonctions y„ sont intftgrales 
d’une equation lineaire d’ordre p- 1 dans un vo.s.nage de « 

c) On pose y k (t) = t 2 pour ( e R, y t (t) = pour t > O yM = - f 
pour t < 0 ; montrer que y k et y 2 admettent une dftnvfte continue 
dans R et que y k y - ft* = 0, mais que y k et y 2 ne sont pas hnftai- 

rement dEpendantes dans R. 


NOTE HISTORIQUE 


(N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographie placee 4 la fin 

de cette note.) 

Comme on l’a vu (Note historique des chap. I-II-III), les problemes 
conduisant a Integration d’equations differentielles ont ete parmi les 
premiers de ceux qu’ont considers les fondateurs du Calcul infinitesimal 
au xvn e siecle (notamment Descartes et Barrow). La tlfeorie des equa¬ 
tions differentielles n’a cesse dopuis lors d’exercer la sagacite des mathe- 
maticiens, et d’etre un terrain de predilection pour Implication des 
methodes les plus varies de 1’Analyse ; les questions qu’elle souleve 
3ont tr&s loin d’etre toutes resolues, et l’interet qui s’y attache est d’au- 
tant plus soutenu qu’elle constitue un des points de contact les plus 
permanents et les plus fructueux entre les mathematiques et les sciences 
experimentales : ces dernieres y trouvent souvent une aide precieuse, 
et en echange lui fournissent constamment de nouveaux problemes. 

Des nombreux chapitres que devrait comporter une etude mo- 
derne et complete des equations differentielles, nous n’avons voulu 
exposer ici que deux des plus 6Iementaires, traitant des theoremes d’exis- 
tence et des Equations lineaires, la variable etant supposee reelle. C’est 
done aussi a ces deux aspects que nous limiterons notre bref expose his¬ 
torique. Des le debut du xvme siecle, les mathematiciens s’etaient con- 
vaincus que l’integrale «generale» d’une equation differentielle d’ordre n 
depend de n constantes arbitrages, et qu’ « en general », il existe une 
integrale et une seule prenant des valeurs donnees ainsi que ses n - 1 
premieres derivees pour une valeur donnee z 0 de la variable : convic¬ 
tion qu’ils justifiaient par le procede (remontant k Newton) qui consiste 
4 calculer de proche en proche les coefficients du d^veloppement de 
1 aylor de la solution au point z 0 , 4 l’aide de 1’equation difTerentielle elle- 
meme et des w premiers coefficients. Mais jusqu’4 Cauchy, personne 
n avait 4tudie la convergence de la s^rie ainsi obtenue, ni demontre que sa 
somme etait solution de 1’equation difTerentielle; et bien entendu, il 
n 6tait question que d’equations differentielles analytiques. Parmi les 
diverses methodes imagines par Cauchy ipour d^montrer l’existence 

^ uations differentielles, celle que nous avons suivie 
((IV) et (IV bis)), gSnerahsee un peu plus tard par Lipschitz, est particu- 

lierement mteressante pour le cas des equations non analytiques et pour 
1 approximation des integrals. 
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Les equations differentielles lineaires ont ete parmi les premieres 4 
attirer l’attention. Leibniz et Jakob Bernoulli integrant liquation 
lineaire du premier ordre par deux quadratures ((I), t. II, p. 731); 1 inte¬ 
gral© gyrate de l’equation lineaire d’ordre quelconque 4 coefficients 
constants et second membre arbitraire est obtenue par Euler ((II), 
p. 296-354); d’Alembert resout de la ineme mantere les systfcmes lineaires 
4 coefficients constants. Un peu plus tard, Lagrange (III) aborde la 
theorie generate des equations lineaires d’ordre n , reconnalt que Inte¬ 
grate de l’equation homogene est fonction lineaire des n constantes d’inte- 
gration, introduit l’equation adjointe, decouvre l’abaissement de l’ordre 
de l’equation homogene lorsqu’on en connait des solutions particulteres, 
et la methode de variation des constantes pour integration de liqua¬ 
tion non homogene. Les points obscurs de la theorie de Lagrange 
(notamment en ce qui concerne l’independance lineaire des integrates) 
furent eclaircis par Cauchy, dont l’expose (IV bis) est reste quasi-d6finitif, 
aux ameliorations de detail pres apportees par la notation matricielle et 
la theorie des diviseurs elementaires. 
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CHAPITRE V 


Etude locale des fonctions 

§ 1. — Comparaison des fonctions dans un ensemble filtr£. 

Soit E un ensemble, filtre par un filtre de base (Top. gen., 
chap. I, § 5) ; dans ce chapitre, nous considererons des fonctions 
dont l’ensemble de definition est une partie de E appartenant 
a la base de filtre ^ (partie dependant de la fonction consideree) 
et qui prennent leurs valeurs, soit dans le corps R des nombres 
reels, soit plus generalement dans un espace vectoriel norme sur 
un corps value (Top. gen., chap. IX, § 3, n° 3). 

Dans les applications, E sera le plus souvent une partie d’un 
espace numerique R n , ou de la droite achevee R, et ft la trace sur 
E du filtre des voisinages d’un point adherent a E, ou encore le 
filtre des complementaires des ensembles relativement compacts 
dans E (« voisinages du point a l’infini »). 

II ne suflira pas en general de savoir qu’une telle fonction tend 
vers une limite donnee suivant ft pour pouvoir traiter tous les 
problemes de « passage a la limite suivant ft » ou interviennent 
des expressions formees avec cette fonction. 

Par exemple, lorsque la variable reelle x tend vers -f- co, les 

trois fonctions x , x 2 et \/x tendent toutes trois vers -|- oo, mais, 
des expressions 

(x+l) 2 -x 2 , [x+\)-x, \/x + l-\Tx 

la premiere tend vers + co, la seconde vers 1, la troisi^me vers 0. 


II importe done de connaitre, non seulement la valeur limite 
d une fonction suivant ft (lorsque cette limite existe), mais encore 
la a mani&re » dont la fonction tend vers sa limite ; en d’autres 
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termes, on est amen6 a op6rer une classification dans 1'ensemble 
des fonctions qui tendent vers une meme limite. 

1 . Relations de comparaison : /. Relations faibles . 

Nous designerons dans ce qui suit par V un espace vectoriel 
norme sur un corps valu6 K, par %j(ft, V) l’ensemble des fonctions 
4 valeurs dans V, dont chacune est d6finie dans une partie de E 
appartenant a la base de filtre ft. Les relations que nous allons 
definir entre de telles fonctions ont un caractere local relatif au 
filtre de base ft : nous allons preciser ce qu’il faut entendre par la. 
Si f et g sont deux fonctions de V), la relation « il existe un 
ensemble Z e ft tel que f et g soient definies et 6gales dans Z » 
est une relation d,'equivalence R M dans V) : en effet, elle 

est Svidemment reflexive et symetrique, et pour voir qu’elle est 
transitive, il suflit de remarquer que si f et g sont definies et 6gales 
dans X e g et h definies et 6gales dans Y e f et h sont definies 
et egales dans tout ensemble de ft contenu dans X n Y. Cela etant, 
nous dirons qu’une relation S ou figure une fonction f de Mift, V) 
est de caractere local (suivant fj) relativement a f, si elle est com¬ 
patible (en f) avec la relation d’equivalence R*, (Ens. R, § 5, n° 7) ; 
on sait que, si f est la classe de f modulo R^ (616ment de rensemble 
quotient X^ift, V) = M>(ft, on d6duit de S, par passage 

a/ 

au quotient, une relation entre f et les autres arguments de S, 
et que r6ciproquement, toute relation de cette nature d6finit 
une relation de caractere local relativement a I. 

Exemple. — Si f et g sont deux fonctions de ffl>(ft, R), la rela¬ 
tion « il existe un ensemble X e ft tel que f et g soient definies 
dans X, et que f(t) <1 g(t) pour tout t e X » est de caractere local 
relativement kfetg. On note f g la relation obtenue en passant 
au quotient (pour f et g) ; on remarquera que si f g, il existe 

a/ 

une fonction fi^f et une fonction definies dans E tout 

entier, et telles que f x (t) ^ g,(f) pour tout *e E. 

Remarques. — 1) Soient V< (1 i n) n espaces vectoriels 
norm^s sur K, <p une fonction definie dans Vi x V* x • • • X V„4 
valeurs dans V; si f» et g< sont deux fonctions de V<) definies et 
Egales dans un ensemble Zi e ft (1 ^ i ^ n), les fonctions 
t -+ ?(*i(0* • • •, fn(0) et t -> ?(gi(t),!gs(0> • • • 1 &»(0) sont definies 

et Egales dans tout ensemble de ft contenu dans Zi n Z* n... n Z*, 
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autrement dit, appartiennent a une meme classe modulo R^ dans 
V) ; par passage aux quotients suivant R*,, la fonction 9 
definit done une application de Vi) X • • • X V n ) 

dans V) (que l’on notera le plus souvent fn)). Par 

exemple en prenant pour 9 les applications (x, y) —► x -}- y et 
x -► xX (X e K), on definit ainsi, pour deux elements quelconques 
f, g de Uni#, V), les elements? -f- get fX, et on verifie aussitot 

^ A/ M ^ 

que les lois de composition (f, g) -> f + g et (X, f) -► IX definissent 
sur ^.’ 00(^5 V) une structure d 'espace vectoriel sur le corps K ; 
dans cet espace, 0 est la classe formee des fonctions egales a 0 
dans un ensemble de f£, et - f est la classe formee des fonctions 
Egales 4 - f dans un ensemble de De meme, si V est une algebre 
sur K, on definit sur V) une seconde loi de composition 

interne (f, g) -> f g en prenant 9(x, y) = xy ; avec les deux lois 
precedentes, elle definit sur 96^(9) V) une structure d 'algebre 
sur le corps K ; si V admet un Element unite e, (ft, V) admettra 
pour element unite la classe e, formee des fonctions egales a e dans 
un ensemble de ft ; pour que f soit inversiblc dans JG^fft, V), il 
faut et il suffit que, pour une fonction f e f, il existe Z e ft tel que 
i(t) soit inversible dans V pour tout t e Z (auquel cas cette condi- 
tion est verifi^e pour toute fonction de la classe £) (*). 

2) Avec les memes notations, soit une application d’une partie 

n 

de ,n V< dans V; nous designerons par -}(fi, f 2 ,..., fn) la fonction 

egale 4 <|'(fi(f),..t»(0) en tout point / eEoii les f<(0 sont definis 
et ou le point (£*•(<)) appartient 4 l’ensemble ou est definie <}(**). 
Par exemple, f -J- g est la fonction egale 4 i(t) -j- S(t) en tout point 
t e E ou £ et g sont toutes deux definies. On observera que l’ap- 
plication (£, g) -> £ + g n'est pas une loi de groupe dans 26(ft, V), 
car si £ n’est pas definie dans E tout entier, il n’existe pas de 
fonction g e ?6(ft, V) telle que £ + g = 0. 

Definition 1. — Etant donnees deux fonctions numeriques f , g 
appartenant a R) et qui sont 0 dans un ensemble de ft, 

on dit que f est dominee par g, ou que g domine f (suivant ft), et on 
icrit f =<[ g ou f, s'il existe un ensemble XejJ et un nombre 

(*) Ge calcul sur des classes d’equivalence de fonctions «egales localement » 
joue un rdle important dans plusieurs theories qui seront developpees dans ce 
Traite, notamment dans la theorie des varietes difTerentiables. 

(**) En particular, dans toute la suite, pour une fonction f de 26(5, V), 
nous designerons par ||f|| la fonction t -* || £(«) ||, appartenant 4 36(ft, R) et 
definie dans le meme ensemble que £ : nous signalons expressement que, 
dans ce chapitre, ||f|| est une fonction et non un nombre. 
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A: > 0 tels que f{t)^k.g(t) pour tout teX (autrement dit, s’il 
existe k > 0 tel que f ^k.g). 

Etant donnes deux espaces normis V lt V a , et deux fonctions f x , ^ 
appartenant respectivement a Vi) et V 2 ) on dit que 

est dominie par ^ (suivant gr) et on icrit f x =< fa ou ^ >- l x si on 

a || ii IK IIU 

La relation fi =< ^ est evidemment de caractfcre local en l x et 1* ; 
elle est done equivalente 4 la relation f 1 ^ qui s en d6duit par 
passage aux quotients. Lorsque / et g sont deux fonctions num6- 
riques, on aura soin de ne pas confondre les relations / g et / ^ g . 

On notera que pour tout scalaire X ^ 0, la relation f 1 «< f,X 
est iquivalente a £ x =< f 2 . Si f L «< fa, il existe un ensemble Xeg 
tel que, pour tout point x e X oil i^x) = 0, on ait f 2 (x) = 0. 

Exemples. — 1) La relation i =< 1 signifie que f est bornie dans 
un ensemble de gr. 

2) Pour toute fonction f de V) et tout scalaire X 0 on 
a f =< fX. 

3) Lorsque x tend vers + go , on a sin 2 x ^ sin x. 

4) Lorsque (#, y) tend vers (0, 0) dans R 2 , on a 

xy < & + 2 / 2 - 

Les propositions suivantes sont des consequences immGdiates 
de la def. 1 : 

Proposition 1. — Si f, g, h sont trois fonctions de 2G(gr, R), les 
relations f =< g et g =< h entrainent f «< A. 

Proposition 2. — Soient f lt ^ deux fonctions de 26(gr, V), et g 
une fonction de ^(gf, R). Les relations fi *=<! g et f* «=< g entrainent 

+ *2 ^ S’ 

En outre : 

Proposition 3. — Soient V 1? V 2 , V trois espaces normis sur un 
meme corps valui, (x, y)-*[x.y] une application bilineaire con¬ 
tinue de Vj x V a dans V. Si f x et fg sont des fonctions de 26(gr, VJ 
et V 2 ) respectivement , g u g 2 deux fonctions de JG(gr, R) telles 
que t 1 <g 1 etf t < gat on a ft.fj «< g x g 2 . 
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En effet (Top. gen., chap. IX, § 3, th. 1), il existe un nombre 
a > 0 tel que || ft. ij || < a || f x ||. || ^ ||. 

Corollaire. — Si V est une algebre normee, f 1? ^ deux fonctions 
de V), gj, g 2 deux fonctions de (%($, R), les relations f x =< g x , 
*2 =< &2 entrapment fft =< g x g 2 . 

La relation f =< g entre fonctions de V) est transitive 

d’apres la prop. 1 ; comme elle est reflexive, la relation « £ =< g 
et g =< f » est une relation d'equivalence dans cf&Cft, V) (Ens. R, 
§ 6, n° 1). 

Definition 2. — Etant donates deux fonctions f, g de V), 
on dit que f et g sont semblables (suivant fj) et on ecrit £ XX g si on 
a f =< g et g =< £. 

Pour tout scalaire X ^ 0, la relation f xx g est equivalente k 
i XX gX. Elle entralne l’existence d’un ensemble X e tel que la 
partie de X form6e des points ou £(a;) = 0 soit identique a la 
partie de X form6e des points ou g(x) = 0. 

Exemples. — 1) Pour une fonction numerique R), la 

relation f xx 1 signifie qu’il existe deux nombres a > 0, b > 0 
tels que a ^ | f(x) | b dans un ensemble de Q*, ou encore que la 
fonction log \ f\ est born6e dans un ensemble de : on dit alors 
que f est logarithmiquement bornee dans un ensemble de 

2) Soit V un espace norme sur un corps value non discret K, 

et soit i(x) = aoz” + aH-(- an un polynome par rapport k 

x e K, k coefficients dans V, tel que ao ^ 0. Pour tout vecteur 
b 0, on a l(x) XX bar” lorsque | x | tend vers -f oo. 

3) Nous avons vu qu’on a sin 2 x ^ sin x lorsque a: tend vers -|-oo , 
mais on rCa pas sin 2 a; XX sin x, bien que ces deux fonctions s’an- 
nulent aux memes points. 

4) On a x 2 -f- xy + y 2 XX x 2 -f- y 2 lorsque (x, y) tend vers (0, 0) 
dans R 2 , mais non a^Xa: 2 + y 2 . 

II rGsulte aussitot de la prop. 3 que si /i, f 2 , g 1? g 2 sont des fonc¬ 
tions de 26(0*, K) (K corps value quelconque), les relations/i xx g 1 
et U ~ &2 entralnent fj 2 xx g x g 2 . 
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On notora par contre que les relations f x 'ZZ g v f 2 g 2 n'entrat- 
nent pas /i 4- / 2 ^ gi + g 2 , comme le raontre l’exemple ou 

/iOO = gi(z) = z 2 > / 2 (z) = ~(z 2 + z), g 2 {x) = -(s 2 -f 1), x r6el 
tendant vers -f- oo. 

Les relations de comparaison f «< g, f :x: g sont dites relations 
faibles. On dit que deux fonctions f, g de ffi>(ft, V) sont faiblement 
comparables si elles verifient l’une (au moins) des deux relations 
f *< g, g =< f. 


Remarques. — 1) Deux fonctions de W>(ft, R) ne sont pas neces- 
sairement faiblement comparables, comme le montre l’exemple 
des fonctions 1 et x sin x lorsque x tend vers + oo. 

2) Designons par R 0 la relation f x g dans V), et par 

V) J’ensemble quotient V)/R 0 ; on notera que la rela¬ 
tion R* entraine R 0 . Par passage au quotient, la relation f ^ g 
donne, d’apres la prop. 1, une relation d'ordre dans 36 0 (f£, V) 

( Ens . R, § 6, n° 1) ; l’exemple qui precede prouve que V) 

n'est pas totalement ordonne par cette relation. 

2. Relations de comparaison : II. Relations fortes. 

Definition 3. — Etant donnees deux fonctions numtriques f, g 
appartenant a ffl>(ft, R) et qui sont 0 dans un ensemble deft, on 
dit que f est ntgligeable devant g, ou que g est pr6pond6rante sur f 
(suivant et on 6crit f <C g ou g >- f si, pour tout e >* 0, il existe 
un ensemble Xeft tel que f(t) eg(t) pour tout t e X. 

Etant donnts deux espaces normes V„ V a et deux fonctions fj 
appartenant respectivement a M>(ft, Vi) et 26(3*, V a ), on dit que f 2 
est ntgligeable devant (suivant ft) et on 6crit f x <C i* ou I* >- fj 
si on a || f A || < || t, ||. 

Pour tout scalaire X 0, la relation -< faX est tquivalente k 
f x -< f 2 . La relation •< f a entraine =< fa, mais ne lui est pas 
6quivalente. 

On notera que la relation f x *< fa n’entraine nullement la rela¬ 
tion « fx <C *2 ou fx ^ * 2 » : °n a sin x =< 1 lorsque x tend vers -f oo, 
mais aucune des relations sin x 1, sin x 1 n’est vraie. 

Exemples. — 1) La relation f<Cl signifie que f tend vers 0 
suivant ft. 
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2) Lorsque a et p sont deux nombres reels tels que a < (3, on a 
x a < x$ lorsque x tend vers -f- oo. De meme, lorsque m et n sont 
deux entiers rationnels tels que m < n, on a f z" lorsque 
le nombre complexe z tend vers oo. 

3) Lorsque x tend vers -f oo, on a x n e x pour tout entier n 
(chap. Ill, § 2, n° 1). 

4) Dans R 2 , on a, lorsque [x, y ) tend vers (0, 0) 

z 2 -} -lf< \x\ + \y\. 

Les propositions suivantes se d^duisent immediatement de la 
d 6 f. 3 : 

Proposition 4. — Si /*, g, ksont trois fonctions de26(3S R ),les 
relations /X g et g<h (resp. f<g et g^h) entrainent f<€h. 

Proposition 5. — Soient f l5 ^ deux fonctions de 26(3S V), g une 
fonction de 26(3*, &)• Les relations -< g et i 2 •< g entrainent 

D’autre part, le meme raisonnement que pour la prop. 3 montre 
que : 

Proposition 6. — Avec les notations de la prop. 3, les relations 

< gi et tj •< g 2 (resp. =< g x et f 2 < g 2 ) entrainent ft.fj < g x g 2 . 

La prop. 4 montre que la relation f < g entre fonctions de 
26(@» V) est transitive ; mais elle n'est pas reflexive : de fagon pre¬ 
cise, la relation f f entraine que f est nulle dans un ensemble de 
3 (autrement dit, f est equivalente k 0 modulo H^) ; en effet, 
pour un e tel que 0 < e < 1 il existe X e 3 tel que || f (x) || < e || l(x) || 
pour tout x e X, ce qui n’est possible que si f(a:) = 0 pour tout 
x e X. II en rSsulte que la relation « f < g et g < f » est transi¬ 
tive et sym^trique, mais non reflexive : ce n’est done pas une rela¬ 
tion d’equivalence (elle signifie qu’il existe un ensemble X e 3 
tel que l(x) = g(x) = 0 pour tout x e X). 

Proposition 7. — Si i et g sont deux fonctions de 26(3, V), la 
relation l - g < f est equivalente a f - g < g. 

En effet, f - g < f signifie que, pour tout e > 0, il existe X e 3 : 
tel que || t(x) - g(x) || < e || f (x) || pour tout x«=X. On en tire 
(1 - e) || f(z) || < || g(x) |j, et par suite f < g, d’ou (prop. 4 ) f - g < g. 

Corollaire. — La relation f - g =< f est une relation d'equi¬ 
valence dans 26(3S V). 
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En effet, sif-g<<fetg-h<<g, onaf-g<Cg, d’oii (prop. 5) 
f - h < g, et par suite, comme g «< i, f - h < f, ce qui montre 
quela relation consid£ree est transitive ; elle est symAtrique d’aprfcs 
la prop. 7 et est Avidemment reflexive, d’oti le corollaire. 

Definition 4. — Etant donndes deux fonctions f, g de 26(3^ V), 
on dit que l et g sont dquivalentes (suivant f$r) et on icrit f ~ g 
si on a f - g f. 

La relation f ~ g entraine ! ;=: g, mais ne lui est pas £quivalente. 

Exemples. — 1) Si a est une fonction constante et 0 dans E, la 
relation f ~ a signifie que f tend vers a suivant ff. 

2) Soit V un espace norme sur un corps value non discret K, 

et soit t(x) = &oX n + Aix”- 1 H-h a„ un polynome par rapport 4 

x e K, a coefficients dans V, tel que a 0 ^ 0. On a l(x) ~ 
lorsque \x\ tend vers -f- 00 . 

3) Lorsque x reel tend vers + 00 , on a ( 1 + sin x ~ sin x. 

4) Lorsque la variable complexe z tend vers 0, on a e* - 1 ~ z. 
Plus generalement, si V est un espace norme sur un corps value K, 
f une fonction definie dans un voisinage de x 0 e K, 4 valeurs dans 
V, et admettant au point x 0 une derivee f'(a: 0 ) ^ 0, on a, lorsque x 
tend vers x 0 , f(ar) - !(ar 0 ) ~ f'(ar 0 ) {x - a; 0 ) (chap. I, § 1, def. 1). 

5) Lorsque (x , y) tend vers (0, 0) dans R 2 , on a 

y/sin 2 # -f sin 2 y~ y/a; 2 -f y 2 . 

6) Soit f(x, y) un polynome 4 coefficients reels par rapport 4 deux 
variables reelles a;, y, n’ayant pas de terme constant. Si, lorsque x 
tend vers 0 en restant > 0, il existe une fonction cp(rr) continue 
dans un intervalle (0, a) et telle que <p(0) = 0 et /(a;, <?(x)) = 0 
pour 0 x ^ a, on peut montrer qu’il existe un nombre rationnel 
r et un nombre reel 1^0 tels que cp(x) ~ \x r (exerc. 3). 

7) Pour tout x 0, soit -(a:) le nombre des nombres premiers 
qui sont ^ a: ; on a demontre que, lorsque x tend vers + 00 , on a 
k{x) ~ a;/log x {*). 

Remarque. — On notera que la relation f ~ g ne signifie nulle- 
ment que la difference i - g tende vers 0 suivant 3 ; cette diffe¬ 
rence peut meme et.re non bornee , comme le montre l’exemple 
x 2 -f- x ~ x 2 , x tendant vers -|- 00 . 


(*) Voir par exemple A. E. Ingham, The distribution of prime numbers , 
(Cambridge tracts, n° 30), Cambridge University Press, 1932. 
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Proposition 8. — Soient K un eorps valut, f /* 2 , g ly g 2 quatre 
fonctions de K) ; les relations /i ~ g ± et f 2 ~ g 2 entrainent 

fjt ~ gigt- 

En effet, on a fj a - gig 2 = fi(U ~ g>) + (fi ~ g\)gi \ comme 
fi<g i. fi-gi<g i et on a bien fj t - g t g t < g,g a 

(prop. 4 et 5). 

Par contre, nous avons donn6 au n° 1 un exemple ou on avait 
f x = g lt f 2 g 2l mais ou la relation / x + h ^ Ei + 82 n’^tait pas 
vraie (ni a fortiori /1 + f 2 ~ gi + g 2 )- 

Les relations de comparaison £ -< g, £ ~ g sont dites relations 
fortes. Deux fonctions £, g de V) sont dites comparables 

(ou fortement comparables lorsqu’on veut eviter des confusions 
possibles) si elles verifient l’une des trois relations : £<<g, £>>g, 
ou « il existe X 5 ^ 0 tel que £ ~ gX ». 

Remarques. — 1) Deux fonctions peuvent etre faiblement com¬ 
parables sans etre fortement comparables, par exemple les fonc¬ 
tions 1 et sin x lorsque x tend vers -f 00 . 

2) La definition des relations de comparaison £ x £2 et ^ 
ne fait intervenir qu’en apparence les normes sur les espaces V lf V 2 
oil i x et £2 prennent respectivement leurs valeurs ; elle ne depend 
en realite que des topologies de V x et V„ car les relations £1 =<[ £2 
et £ x £2 sont remplacees par des relations 6quivalentes lorsqu’on 
remplace la norme sur V x ou V 2 par unenorm e equivalente (Top. 
gen ., chap. IX, § 3, n° 3). 

3. Changement de variables . 

Soit <p une application d’un ensemble E' dans E, telle que <p(0r) 
soit une base de filtre sur E'. II est clair que si £„ £ 2 sont des 
fonctions de ^(fj, V t ) et V 2 ) respectivement, les fonc¬ 
tions ^(pjfjojp appartiennent respectivement a VJ et 

V 2 ), et que la relation £ x < £2 (resp. £ x < £ 2 ) est equivalente 
4 £ 1 ° 9 a ^£ 2 °9 (resp. £ 1 ° <p £ 2 °^). 
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4. Relations de comparaison entre fonctions strictement 
positives. 

Soit g une fonction de ffi>{ft, R)i strictement positive dans un 
ensemble de ft. Les relations de comparaison ofi figure g peuvent 
alor 3 se formuler d’une autre mani&re : la relation f «< g 6quivaut 
a dire que la fonction || f \\/g (qui est d6finie dans un ensemble de ft) 
est bornee dans un ensemble de ft ; la relation i < g equivaut k 
dire que || f \\fg tend vers 0 suivant ft. Si f est une fonction de ffl>(ft , R), 
la relation f^g signifie que fig est logarithmiquement bornte 
dans un ensemble de ft, et la relation f~ g, que f/g tend vers 1 
suivant ft. Si f est une fonction de W{ft, R) positive dans un 
ensemble de ft, dire que f et g sont comparables signifie done que 
f/g tend vers une limite (finie ou tgale a + co) suivant ft. 

Proposition 9. — Soient f et g deux fonctions de M>(ft , R) 
strictement positives dans un ensemble de ft. Pour que f et g soient 
comparables, il faut et il suffit que pour tout nombre t > 0, sauf un 
au plus, la fonction f-tg garde un signe constant (*) dans un ensemble 

de ft. 

La condition est nScessaire. En effet, si f <€ g, on a f-tg~-tg 
sauf pour t = 0, done f-tg est strictement negative dans un 
ensemble de ft, sauf pour t = 0 ; si /■> g, f-tg est strictement 
positive dans un ensemble de ft pour tout enfin, si f^k.g 
(k constante > 0), f-tg~(k-t)g sauf pour t = k, done, sauf 
peut-etre pour t = k, f-tg a le signe de k-t dans un en- 

semble de ft. 

La condition est suffisante. En effet, supposons que le rapport 
fig ait deux valeurs d’adherence distinctes z < (5 suivant ft. Pour 
tout nombre t tel que a< i<|3, il existe alors dans tout ensemble 
X g ft, deux points x 1 , x 2 tels que /’(a: 1 )/g(x 1 ) <C t et f{x 2 )lg(x 2 ) > t ; 
done f{x) - tg{x) ne garde pas un signe constant dans X ; nous 
arrivons a une conclusion incompatible avec 1 hypothese. Il s en- 
suit que fig n’a qu 'une seule valeur d’adh^rence (finie ou infinie) 

(*) On rappelle qu’on a defini le signe sgn x d’un nombre reelx comme 6gal 
& -j- lsia:>0, 4 — lsix<0, & 0six = 0 (Top. gen., chap. IV, § 3, n° 2). 
Dire qu’une fonction pumerique garde un signe constant dans un ensemble signi¬ 
fie done, soit qu’elle est > 0 en tout point de cet ensemble, soit qu’elle est < 0 
en tout point de l’ensemble, soit enfin qu’elle est identiquement nulle dans 
l’ensemble. 
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suivant le filtre de base ft, ©t par suite (Top. gen., chap. I, § 10, 
prop. 1) a pour limite cette valeur suivant ft. 

Proposition 10. — Soient f et g deux fonctions de <?6(ft, R) 

strictement positives dans un ensemble de ft ; pour tout x reel et ^ 0, 

la relation f ^ g (resp. f ~ g) est equivalente af*^=: g 1 (resp. f 2 ~ g a ); 

si x > 0, la relation /*=< g (resp. f < g) est equivalente a f 1 =< g 2 

(resp. f % <C g a ) ; si x < 0, elle est equivalente a f^^g* 
(resp. f* > g 2 ). 

Les demonstrations sont immediates. 


On notera que dans <H»(ft, R), l’ensemble r des fonctions stricte¬ 
ment positives dans un ensemble de ft est tel que r/R^ soit un 
groupe multiplicatif dans JC >00 (ft, R) ; r/R 0 est identique au 
groupe quotient de par le sous-groupe des classes (mod. R^) 
des fonctions de r logarithmiquement bornees; sur P/R 0 , la rela¬ 
tion d ordre deduite de la relation / ^ g par passage aux quotients 
est compatible avec la structure de groupe de F/R 0 , et en fait done 
un groupe ordonne. 


Proposition 11. — Soit g une fonction de <?6(ft, R) telle que 

lim^ g = + co ; la relation f <€ g entraine e 1 < e 9 ; la relation f~g 
entraine log f ~ log g. 



effet, si f<g,f-g = 



tend vers - co suivant ft. De 


meme, si f ~ g, on a log f = log g + log t y donc log f _ log g tend 

vers 0, et il en est de meme de [ °^ - - 1 = 

lo g g log g 


Par contre, on notera que la relation / ~ g ri*entraine pas 
el ~ e<r, ni meme e) ^ e?, comme le montre I’exemple ou f{x) = x 2 , 
g(x) = x 2 + x , x tendant vers + oo; de meme, la relation / < g 
n entraine pas log / log g, comme le montre l’exemple ou 
f(x) = x , g(x) = x 2 , x tendant vers -|- oo. 


Definition 5. — Soit g une fonction de B), strictement 
positive dans un ensemble deff,et telle que lim ff g = 0 o u lim 5 . g = + oo. 
On dit qu'une fonction f e E) est d’ordre p (fini ou infini) par 

rapport a g si on a lim s ^ ^ = p , 

"log g v 


Bourbaki XII. — 5 
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On notera que si fest d’ordre p par rapport ag,f est d’ordre - p 
par rapport a 1/g ; on peut done consid6rer uniquement le cas 
oii g(x) tend vers + 00 suivant fj. 


Proposition 12. — Soit g une fonction de R) telle que 

lim^ g = + oo ; soit f une fonction de R)- 

a) Pour que f soit d'ordre + oo par rapport a g, il faut et il suffit 


que f^-g* pour tout a 0. 

b) Pour que f soit d'ordre - oo par rapport a g, il faut et il suffit 
que f ■< g~ a pour tout a> 0. 

c) Pour que f soit d'ordre fini et 6gal a p par rapport a g, il faut et 

il suffit que, pour tout e > 0, on ait gP -e f *€ g p + e - 

D6montrons par exemple c). Si l’ordre de f par rapport & g est p, 
pour tout £ > 0, il existe un ensemble MeJ, tel que, pour tout 


x e M, on ait (p- jjlog g{x) <log|f(s)|< [p 



log g(x), ou encore 


e .e 

(g(#)) P 2 <|fl*)K(g(s)) +a ? comme lim & g = + co, on a done 
gp- £ << /*< gp + 6 pour tout £ > 0 ; la reciproque est immediate. 
Les demonstrations de a) et b) sont analogues. 


On notera que si f est d’ordre fini p par rapport a g, fg ~P est 
d’ordre 0 par rapport a g, et reciproquement ; si /i (resp. f 2 ) est 
d’ordre p x (resp. p 2 ) par rapport a g, et si p x + p 2 est defini, /i/* a est 
d’ordre p 1 + p 2 par rapport a g. 


Remarques. — 1) On observera que lorsque / est d’ordre fini p 
par rapport a g, le rapport //g p ne tend pas necessairement vers 
une limite ; par exemple, toute fonction logarithmiquement bornee 
est d’ordre 0 par rapport k g, mais n’a pas necessairement de limite 
suivant ft. 

2) Une fonction / definie dans un ensemble de ^ n ’ a pas neces¬ 
sairement un ordre determine (fini ou non) par rapport k g, carles 
fonctions ayant un ordre determine par rapport k g sont compa¬ 
rables k toutes les puissances de g, sauf une au plus. Or, / n’a pas 
necessairement cette propriety, comme on le voit sur l’exemple 
g(x) = x, f{x) = 1 -f- x 2 sin 2 x (# tendant vers -f- oo). Dans cet 
exemple, / est comparable k g a pour a < 0 et a > 2 ; si on pre- 
nait f{x) = e x sin 2 # + e _z cos 2 x, f ne serait comparable a aucune 
puissance (positive ou negative) de g. 
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5. Notations. 

Etant donnee une fonction numerique f g R), il est souvent 
commode, dans une formule, de noter 0 (f) une fonction dominee 
par f, et o(f) une fonction negligeable devant f. Lorsque, dans une 
demonstration, interviennent plusieurs fonctions dominies par une 
meme fonction f (resp. negligeables devant f), on les notera 
O x (f), 0 2 (f), etc. (resp. otf), o 2 (f ), etc.). 

Beaucoup d’auteurs notent indistinctement 0(f) (resp. o(f)) 
toutes les fonctions intervenant dans une demonstration et domi- 
nees par / (resp. negligeables devant /), par un abus de langage 
qui n’est pas sans creer des risques de confusion. 


Avec ces notations, les prop. 1, 2, 3 se traduisent comme suit : 
si g = O x (f) et h = 0(g ), alors h = 0 2 (f) ; on peut ecrire 

n 

(1) Jj hOi(f) = O tl+1 (f) Qi scalaires) 

e = 1 

(2) OU)O(g) = 0(f g). 

9 

De meme, la prop. 4 montre que si g = O x (f) et h = o(g) 

(resp. g = o x (f) et h = 0(g)), on a h = o 2 (f), et les prop. 5 et 6 

s’expriment sous la forme 

n 

(3) 2jliOi(f) = o n+ i(f) (l { scalaires) 

( 4 ) o(f)o(g) = o(fg). 

La relation f ~ g equivaut a f = g + o(g). La notation 0(1) 
(resp. o(l)) designe une fonction bornee dans un ensemble de ft 
(resp. une fonction tendant vers 0 suivant fj). 


Exercices. — 1) Montrer que pour x reel tendant vers -f oo, 
la fonction f(x) == (x cos 2 x sin 2 x)e x ~ est monotone, mais n’est 

i 


pas comparable a e **, ni faiblement comparable a x 2 e xZ . 

2) Soit <p une fonction strictement positive definie et croissante 
pour x > 0 . 


a) Montrer que si la fonction est croissante, la relation 

/ <C g entre fonctions > 0 entraine 9 o / << cp o g. 

b) Montrer que si la fonction est decroissante, la rela¬ 

tion / nu g entre fonctions > 0 entraine 9 0 / ~ 9 o g. 
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3) a) Soient (a,-, P») n couples distincts de nombres r6els 0, 
distincts de (0, 0) et tels que Min(a<) = Min(Pi) = 0. Onconsidfcre 
l’equation n 

f(x, y) — .2^ OiX ai y^(l -f- y )) = 0 

ou les on sont des nombres r^els ^ 0, les <?» des fonctions continues 
dans un carre 0 x a, 0 ^ y a, et tendant vers 0 lorsque (#, y) 
tend vers (0, 0). On suppose qu’il existe une fonction g positive 
et continue dans un intervalle {0, 6), tendant vers 0 avec x et 
telle que f(x , g(:r)) = 0 pour tout x e (0, Pour tout nombre 
reel p > 0 , montrer que g(x)/x' x tend vers une limite finie ou infinie 
lorsque x tend vers 0 (utiliser la prop. 9, en consid^rant, pour tout 

nombre t > 0, l’equation j{x, tx") = 0). 

b) Pour que g(x)/x* tende vers une limite finie et ^ 0, il faut 

que y. soit tel qu’il existe au moins deux couples distincts (a*, p A ) 
et (a*, BO tels que a h + p^y. = a* + P*y-, et que pour tout autre 
couple (a,-, pi), on ait on + y-^ a A + On obtient ainsi un 
nombre fini de valeurs possibles p 7 - (1 \ l es nombres - 1/pj 

sont les pentes des droites de R 2 contenant au moins deux points 
de l’ensemble des («i, 3,) et telles que tous les autres points de cet 
ensemble soient au-dessus de la droite consideree (« polygone de 
Newton »). 

c) Soit y^ le plus petit des nombres y* Montrer que g(x)/x ^ tend 
vers une limite finie (montrer d’abord qu’on peut toujours sup- 
poser que si i et / sont deux indices distincts, on n a pas 4 la fois 
a i a j et pi p; ; en deduire qu’on peut supposer «i = 0, 
a,- > 0 et pi < pi pour 1 ; en posant g(x) = t(x)x*' } montrer 
alors que t{x) ne peut tendre vers -f- co lorsque x tend vers 0). 

d) Deduire de c), par recurrence sur r, qu’il existe un indice / 

tel que g(x)lx*> tende vers une limite finie et 0. 

§ 2. — D^veloppements asymptotiques. 

1. fichelles de comparaison. 

Soit E un ensemble filtre par un filtre de base et K un corps 
value non discret (le plus souvent K = R ou K = C). Dans l’en- 
semble des fonctions de K.) non equivalentes a 0 modulo R* 

(c’est-a-dire telles que dans tout ensemble de il existe un point 
au moins ou la fonction ne s’annule pas), la relation « f g ou 
f = g » est une relation d'ordre. 

Definition 1. — On dit qu'une partie £ de (HU0S K.) formee 
de fonctions non equivalentes a 0 modulo R w est une echelle de 


\ 
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comparaison lorsque 8 est totalement ordonnec par la relation 

«f<gouf=g». 

En d’autres termes, si f et g sont deux fonctions de 8, on a 
toujours entre f et g une (et une seule) des trois relations f g, 
g f, f = g. II s’ensuit que dans 8, la relation f rx; g (et a fortiori 
I f\ ~ a I g |> ou a est un nombre > 0) entraine f = g. 

Toute partie d’une echelle de comparaison est evidemment une 

echelle de comparaison. 

Exemples. — 1) Pour x reel tendant vers + go , 1’ensemble des 
fonctions x * (a nombre reel arbitraire) est une echelle de compa¬ 
raison. II en est de meme des fonctions {x — a) a lorsque est 
l’ensemble des intervalles ouverts d’origine a. 

2) Pour z complexe tendant vers co, l’ensemble des fonctions z tl 
(n entier rationnel) est une echelle de comparaison ; il en est de 
meme des fonctions ( z - a) n lorsque ^ est la trace sur le comple- 
mentaire du point aeCdu filtre des voisinages de ce point. 

3) Soit F un espace norme ; l’ensemble des fonctions || x - a || a 
(x nombre reel arbitraire) est une echelle de comparaison lorsque 
est la trace sur le complementaire de a du filtre des voisinages de 
ce point. On notera que si p et q sont deux normes distinctes sur F, 
la reunion des deux echelles de comparaison formees des fonc¬ 
tions (p(x - a)) a et (q(x - a)) a n’est plus en general une echelle de 
comparaison. 

4) Pour x reel tendant vers + oo, 1’ensemble 8 des fonctions de 
la forme exp(p(x)), ou p(x) parcourt Fensemble des polynomes sans 
terme constant (a coefficients reels), est une echelle de comparaison : 
il suffit de remarquer que le quotient de deux fonctions de 8 
appartient encore a 8, et qu’une fonction exp(p(z)) tend necessai- 
rement vers 0 ou + oo si p 0 ; en effet, on a alors p(x) nu ax?, 

r, • 1 

ou n > 0 et a 0 ; si a > 0, p{x) > ^ ^xf 1 pour x assez grand ; 

1 

si a < 0, p(x) < 2 ocxf 1 pour x assez grand ; dans le premier cas, 

exp(p(x)) tend vers -f- co, et dans le second cas vers 0. 

5) Pour x reel tendant vers + co, l’ensemble 8 des fonctions de 
la forme a;“(log x)$ (definies pour x > 1), oh a et (3 sont des nombres 
r6els arbitrages, est une Echelle de comparaison. En effet, ici encore 
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le quotient de deux fonctions de 8 est une fonction de 8 ; il suffit 
done de rnontrer que si a et /3 ne sont pas tous deux nuls, £ a (logx)P 
tend vers 0 ou vers + oo ; e’est evident si a = 0, /3 ^ 0 ; si 
* > 0, on a (log x)~? < x a , et si z < 0, (log x)$ < x~ a quel que soit (3, 
d’ou la proposition. 

On observera que cette derniere echelle de coraparaison est un 
ensemble totalement ordonne (pour la relation « / -< g ou / = g ») 
dont la structure d’ordre est isomorphe 4 la structure d’ordre lexi- 
cographique de R 2 ( Ens chap. Ill ; on rappelle que dans cette 
structure, la relation (a, (i) < (y, 8) signifie « a < y, ou a = y 
et |3 < $ »). 

De merne, l’echelle formee des fonctions exp(p(a;)), ou p par- 
court l’ensemble P 0 des polynomes sans terme constant, a une struc¬ 
ture d’ordre isomorphe a la structure d’ordre de P 0 , dans laquelle 
la relation p < q signifie que le terme dominant du polynome q - p 
a un coefficient >* 0 (cf. Alg., chap. VI, § 2, n° 3). 

-l 

Soit f une application d’un ensemble F dans E, telle que <p(f$r) 
soit une base de filtre sur F. Si 8 est une echelle de comparaison 
sur E (pour la base de filtre ^ es fonctions f ®cp, ou f parcourt8, 
forment une echelle de comparaison sur F (pour la base de 

filtre <pV#)). 

2 . Parties principales et d&veloppements asymptotiques. 

Soit 8 une echelle de comparaison formee de fonctions a valeurs 
dans un corps value non discret K. Soit V un espace norm6 sur K, 
et soit i une fonction de 2&(0r, V) ; s’il existe une fonction g e 8, 
et un element a ^ 0 de V tels que f ~ ag, on dit que ag est une 
partie principale de f relativement a V echelle 8. D’apres la d6f. 1, 
f ne peut avoir qu 'une seule partie principale relative a 8, car si 
g 1? g 2 sont deux fonctions de 8, a l5 a 2 deux elements ^ 0 de V, la 
relation a 2 gj ~ a 2 g 2 entralne | gi | ^ | g 2 1, et par suite g x = g a , d’ofi 
(a 2 - a i)^i gi, et comme g x n’est identiquement nulle dans aucun 
ensemble de 8, cela entraine a 2 = a L . 

Si f admet une partie principale relativement a une Echelle de 
comparaison 8, elle admet la meme partie principale relativement 
a toute echelle de comparaison 8 # d 8. 
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Exemples. — 1) Pour x reel (resp. complexe) tendant vers + oo 
(resp. vers oo), tout polynome &ox n -f- ai£ n_1 H— • + a* 4 coeffi¬ 
cients dans V, tels que ao ^ 0, a pour partie principale a^ 1 par 
rapport 4 l’echelle des x n (ou de toute echelle contenant les x n ). 

„ .. „ (IqX m + • * • -f- dm 

On en deduit que toute fraction rationnelle ^ ^_j_ ^ 

a coefficients rSels ou complexes tels que a 0 b 0 ^ 0, a pour partie 

principale ^ x^~ n par rapport 4 la meme echelle. 

2) Une fonction peut etre comparable 4 toutes les fonctions 
d’une echelle de comparaison sans admettre de partie principale 
par rapport 4 cette echelle. Par exemple, pour x reel tendant vers 
+ oo , \Jx n’a pas de partie principale par rapport 4 l’echelle des a?*, 
oil n est entier rationnel ; log x n’a pas de partie princ ipale par 

rapport 4 l’echelle des x 3 (a reel quelconque) ; exp(0og x) et 
yX _ e xiogx n ’ on t p as d e partie principale par rapport 4 l’echelle 

des z a (log a;)^, ni par rapport 4 l’echelle des exp(p(z)) (p poly¬ 
nome sans terme constant). 


La notion de partie principale est susceptible d’une generali¬ 
sation 6tendue. Supposons en effet qu’une fonction £ e V) 

ait une partie principale && par rapport 4 une echelle 8 ; la 
relation £ ~ equivaut a £ - &igi < gi (§ 1, def. 4) ; pour 
etudier de fa$on plus precise la fonction £, on est done amene 4 con¬ 
sider la fonction £ - a^. Si cette fonction a une partie princi¬ 
pale a 2 g 2 par rapport 4 8, on aura necessairement g 2 <C gi et 
* - a !gi - a 2 g 2 < g 2 . 

D’une fa$on generale, supposons que l’echelle 8 soit ecrite 
parametriquement sous la forme (g a ), ou * parcourt un ensemble 
d’indices A muni d’une structure d’ensemble totalement ordonne 
isomorphe 4 Yopposee de la structure d’ordre de 8 : la relation 
a < /3 est done equivalente ag^< ga- Dans ces conditions : 


Definition 2. — On dit qu'une fonction £e^8(^, V) admet un 
developpement asymptotique a la precision g a (relativement a 
l’echelle 8) s'il existe une famille (ax)x<<z d'elements de V, nuls 

sauf un nombre fini d'entre eux , tels que /*- 2 axgx ga- On dit 
que 2 axgx est un developpement asymptotique del ala precision g a , 

X^a 

que les axgx ('« ^ «) sont les termes , les ax les coefficients et la 
fonction i a = £ - 2 a xgx le reste de ce developpement. 

X^a 
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chap, v, § 2 

Pour exprimer que,2 a x g x est un developpement asympto- 
tique de I a la precision g a , on se bornera le plus souvent 4 6crire 

f = .2 a x g x + o(g a ) (ou £ = 2 a x g x -1- o k {g a ) s’il figure plu- 

A J A ^ a 

sieurs fonctions dans la demonstration) conformement aux nota¬ 
tions du § 1, n° 5. 

De deux developpements asymptotiques (de deux fonctions 
distinctes ou non) relativement a la meme echelle 8, on dit que 
celui dont la precision a le plus grand indice est le plus precis. 

Si 2 aest un developpement asymptotique de f a la preci- 

X ^ a 

sion g a , pour tout /3 < a, 2. aest un developpement asympto- 
tique de f a la precision gp (§ 1, prop. 5) : on dit qu’on l’obtient 
en reduisant a la precision go le developpement donne 2 a >.gx de I. 

A ^ jt 

Si 2 a>g) et 2 beg) sont des developpements asymptotiques 

' * ).<a • 

a la meme precision g a de deux fonctions f lt f 2T ,2 (a x -f- b x )g x est 

A^a 

un developpement asymptotique de f x + f 2 a la precision g a 
(§ 1, prop. 5) et pour tout scalaire c, 2 *\cg\ est un developpe 

A<[a 

ment asymptotique de £ x c a la precision g a . On en deduit que si 
une fonction £ admet un developpement asymptotique a la preci¬ 
sion g a , ce developpement est unique : il sufTit en effet de voir que 
la fonction 0 ne peut admettre de developpement asymptotique 

a la precision g a ayant des coefficients ^ 0. Or, si 0 = 2 a xgx + r a> 

A 2 

et si y est le plus petit des indices ). <1 a tel que a x ^ 0, on aurait 
»vgv = - 2, a x g x -r a <g v , ce qui est absurde. 

Y<A<[a ‘ 

Dire qu’une fonction £ admet un developpement asymptotique 
a la precision g a , dont tous les coefficients sont nuls , equivaut a 
dire que £ <C g a . Si £ admet un developpement asymptotique 

,2 a x g x a la precision g a , dont les coefficients ne sont pas tous 

A ^ 2 

nuls, et si y est le plus petit des indices 1 tels que a x 0, a y gv 
est la partie principale de £ relativement a l’echelle 8, car on a 

f - a y g r = 2 a x g x -f- r a <C g v ; de meme, si u <1 a est un indice 

tel que a a ^ 0, a a g a est la partie principale de ! - 2 a x g x . 

A<}1 
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Les developpements asymptotiques les plus importants dans 
les applications sont les developpements relatifs a l’echelle des x~ n 
(resp. des z~"), ou n est un entier positif ou negatif, lorsque 
x reel tend vers + 00 ou - oo (resp. lorsque z complexe tend vers go ), 
ou relatifs a l’echelle des ( x - c) n (resp. ( z - c) n ) lorsque x reel tend 
vers c a droite ou a gauche (resp. lorsque z complexe tend vers c). On a 
vu au chap. I (§3, n° 2) que toute fonction vectorielle d’une 
variable reelle x, k fois derivable au point ceR, admet en ce point 
un developpement de Taylor d’ordre k } c’est-a-dire un deve- 
loppement asymptotique a la precision (x - c) k relatif a l’echelle 
des ( x - c) n . 

3. Sommes et produits de developpements asymptotiques . 

Si fj, f 2 admettent des developpements asymptotiques a la 
precision g 3 et g^ respectivement, relativement a une echelle de 
comparaison 8, on en deduit des developpements a la precision 
gmin(a, p) en Umitant a cette precision les deux developpements ; 
nous avons vu alors au n° 2 comment on obtient un developpement 
asymptotique de fi + i 2 a precision g m i n ( 3) ^). 

Soient V l5 V 2 et V trois espaces normes sur le corps K, et soit 
(x, y)->[x.y] une application bilineaire continue de Vj X V 2 
dans V ; nous supposerons d’autre part dans tout le reste de ce 
paragraphe, que l’echelle 8 soit telle que le produit de deux 
fonctions quelconques de 8 appartienne encore a 8 (ce qui est le 
cas pour toutes les echelles de comparaison donnees en exemples 
au n° 1). 

Soient alors f l5 f 2 des fonctions de #6(0r, Vi) et^8(f^, V 2 ) respecti¬ 
vement, admettant par rapport a l’echelle 8 des developpements 

asymptotiques = 2 a ; ,g>. + r 2 , J 2 = 2 b a g„ + r ? a la preci- 

sion g a et respectivement. Supposons en outre que ni les a> 4 
ni les ne soient tous nuls, et soient a T g r et bggs les parties 
principals de f x et f 2 . Par hypothese, on peut ecrire g r g^ = g ? 

gsga = ga ; montrons que la somme 2[a x .b ulgxga, etendue 
aux couples (A, p) tels que gmin^^) =< gxga, est un developpement 
asymptotique de [fj .y a la precision g m j n (p >(J )- En effet, la difference 
entre [fj.fJ et cette somme est somme d’un nombre fini de 
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termes, qui sont, soit de la forme [ax.bjjgxgn avec gxgti.^ gmin(p,o), 
soit de la forme [a>..rp]gx, oti X y, soit de la forme 
ou a ^ § ; mais comme [x.y] est continue, on a (§ 1, prop. 3 
et 6) [a )> .r ? ]g )> =<r ? g x <gs 5 g T = g 0 pour X > y, et de mSme 
[ra.Vlg^r a ga < gcrgs = ga pour fj. >S, d’oti la proposition 
(§ 1, prop. 5). 

Si tous les a' A sont nuls, on a [fj.fg] -< g a gs, autrement dit, on a 
un developpement asymptotique de [f x . fg] & termes nuls, 4 la 
precision g a gs ; de meme si tous les et tous les sont nuls, 
on a un developpement asymptotique de [fj.fg] & termes nuls, 4 la 
precision g 3 gc. 

On appliquera surtout le resultat precedent au cas od V est 
une algebre normte sur K, et la fonction bilin6aire [x.y] le pro- 
duit xy dans cette algebre ; les cas les plus importants sont ceux 
ou V est egal a R ou C. 

En particular, si f { (1 ^ i ^ n) sont n fonctions de 26(Qr, K.) 
admettant chacune un developpement asymptotique par rapport 
a £, on pourra obtenir un developpement asymptotique par 

rapport a fi pour tout polynome Zj a ViV>Vn /^ • • • f*n P ar rapport 

aux fc, a coefficients dans un espace norm4 V ; les regies qui pre¬ 
cedent permettent en outre de determiner la precision du d£ve- 

$ 

loppement obtenu, connaissant celles des developpements des 
fonctions 

4. Composition des developpements asymptotiqnes. 

Soit f une fonction de R) (resp. C)) admettant un 

developpement asymptotique a la precision g a par rapport 
a une echelle £, et ayant pour limite 0 suivant le filtre de base 
Soit d’autre part h une fonction a valeurs dans l’espace norm6 V 
sru R (resp. C), definie dans un voisinage du point 0 dans R (resp. C) 
et n fois derivable dans ce voisinage ; on a done dans ce voisinage, 
h{t) = c 0 + cj + • • • + c n t n + o{t n ) (chap. I, § 3, n° 2), d’oii, dans 
un ensemble convenable de Qr, h ° f = c 0 + + * * • + On/*" + o(r*)* 

Nous avons vu, au n° 3, comment on peut former un developpe¬ 
ment asymptotique de c 0 + c J -\— • + c4 une precision g p 
bien determin4e par la precision du developpement de f ; d’autre 
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part, supposons que les coefficients du developpement asympto- 
tique de f ne soient pas tous nuls, et que a Y g Y soit la partie princi- 

pale de f, et soit g a = g" ; si <r < p, on aura un developpement de 

n 

h© f a la precision g a en limitant le developpement de^Z^c k f k 
a cette precision ; si au contraire o < 7 , le developpement de 

n 

2 c k f k est aussi un developpement de h o f a la precision g p . 
k = 0 


Si tous les termes du developpement asymptotique de / sont 
nuls et si g a < 1, on a / < g a , done f k < g k < g a pour tout entier 
A; > 0 ; si c m est le premier coefficient d’indice >> 0 qui ne soit 
pas nul (en supposant que les c k d’indice k > 0 ne soient pas 
tous nuls), c 0 est un developpement asymptotique de ho/4 la pre- 

• • m 

cision g a . 


Dans le reste de ce n°, nous nous bornerons au cas ou les fonc- 
tions de 8 ont des valeurs reelles et strictement positives dans un 
ensemble de fj, et nous ne considererons que les developpements 
asymptotiques de fonctions de ^(3*, R). Supposons d’abord que 
pour toute fonction g e 8 et tout nombre reel v, g v appartienne 
encore a 8 : cette condition est par exemple remplie par l’echelle 
des x a , ou celle des x 1 1 log x |P {x et (3 reels quelconques) au voisi- 
nage de + co ou au voisinage de 0 dans R. Cette propriety entraine 
que le quotient de deux fonctions de 8 appartient encore a 8. 
Cela etant, d’un developpement asymptotique relatif a 8 d’une 
fonction /'e^f^R), a la precision g a , on peut deduire un deve¬ 
loppement de \f[' pour tout nombre reel v. Bornons-nous en effet 
au cas ou les coefficients du developpement de f ne sont pas tous 
nuls, et soit o- r g r la partie principale de f ; on peut ecrire 

l/T = |« r |+ h)\ avec 

h= S 

r<)><afl r g r \g Y / 


En vertu des hypotheses faites, 


2 ——est un develop 

r<).<aa T g Y 


pement asymptotique de h, a la precision g a /g Y ; comme h tend 
vers 0 suivant ia methode decrite ci-dessus donne un deve¬ 
loppement asymptotique de (1 + /i) v , puis un developpement 
de | f | v en multipliant par | a y | v g y . 
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Dans les meraes hypotheses sur f, on peut 6crire 

log I / I = log I a y g y I + log (1 + h) 

et log (1 + h) se developpe comme il a 6t6 dit plus haut, la fonc- 
tion log (1 + 0 etant indefiniment derivable au voisinage de 0 ; 
si en outre log g v admet un developpement asymptotique par 
rapport a 8, ou par rapport a une echelle 8 X □ 8, on obtient un 
developpement asymptotique de \og\f\ en faisant la somme de 
deux developpements asymptotiques. 


Exemple. — On a (1 + x) 1,x = exp(^- log (1 + x) J ; lorsque x 

tend vers + go , on a log (1 + x) = log x + log ^1 + d’ou le 

1 

developpement asymptotique de - log (1 + x) par rapport 4 
l’echelle des x*(\og a:)* 3 : 


1 


5 log(l+*)- 


log a: 1 


1 


+ Z 2 ~ 2x 3 0l ' ~ 3 1 * 


X‘ 


X 3 


De ce developpement, et du developpement de Taylor 


2 3 

e“=l+K + ^+^- + 0{u 3 ) 


au voisinage de a = 0, on tire par les methodes exposees ci 
dessus, le developpement asymptotique 


(l + a+ = l + 


loga; l(loga;) 2 1 l(loga:) 3 log a; 1 


x 


+ 2 


x 2 


+ ?+B 1 -^ + 


1 

a? 2a; 3 ° a l a? 


par rapport a rechelle des a; 2 (log a;)* 3 . 


Les hypotheses et les notations restant les memes, le d6ve- 
loppement asymptotique de e f ne pose de nouveaux problemes 
que lorsque /*>■ 1 ; il faut alors distinguer deux cas, suivant que 
g x >> 1 ou g x =< 1. Dans le premier cas, la donnee du develop¬ 
pement de f ne permet pas d’obtenir une partie principale de e / 
relative a 8, car on ignore en general si le reste r a tend vers 0, 

c’est-a-dire si e r2 tend vers 1. Au contraire, si g a =< 1, on ar,-< 1, 


done e 1 ~ exp( £ a^gx)- On peut preciser ce r6sultat : soit cl, g v 
la partie principale de et soit $ l’indice (tel que y < 5 ^ a) 
pour lequel = 1 ; posons f t = 2a- A gx, /is =2, axgx + r a ; 


on a /’=/’ 1 + f 2 , done d = eW«, et la m&thode g6n6rale expos6e 
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au debut de ce n° permet de former un developpement asympto¬ 
tique de ef* (a partir du developpement de Taylor de e l au point 
t — 0). On aura done encore un developpement asymptotique de e 1 

si efi = H exp (a*gx) appartient a 8, ou a une echelle 8, conte- 

nant 8. 


Exemple. — On a x^'* = exp^log x.exp^ logrc^] ; lorsque x 
tend vers + go , on a log x <C x, d’oii le developpement asympto¬ 
tique de log x. exp Q log x\ par rapport 4 l’eclielle des z a (]og x )P : 


log s.exp^ log x^j = log x + — 


, 1 (log a:) 3 , / (log a:) 3 

2 & ^ \ x* 


Tous les termes de ce developpement a partir du second tendent 

vers 0 ; 4 partir de ce developpement et du developpement de 

>>2 

tire 


Taylor e u = l-{-w + ^- + o(u 2 ) au voisinage de u — 0, on ti 

=*+dog 0 (M£i 3 ) 


ar * 1 


5. Developpements asymptotiques a coefficients variables. 

On peut generaliser la notion de partie principale et celle de 
developpement asymptotique, de la maniere suivante. Soit 8 
une Gchelle de comparaison formee de fonctions reelles (resp. 
complexes) telles que, pour chacune d’elles, il existe un ensemble 
de ou la fonction ne s'annule en aucun point. Soit d’autre part 
C un ensemble de fonctions de V), satisfaisant aux trois 

conditions suivantes : 

(CO x ) Pour toute fonction a e 6 , on a a =< 1. 

(CO n ) La relation a < 1 pour une fonction a e t entraine a = 0. 

(CO m ) G est un espace vectoriel sur R (resp. C). 

Soit alors f une fonction quelconque de V); s’il existe 

une fonction g e 8 et une fonction non nulle a e G telles que 
£- ag-< g, on dira que ag est une partie principale de f, relative 
a l’echelle de comparaison 8 et au domaine de coefficients G. S’il 
existe une telle partie principale, elle est unique : supposons en 
effet qu’il existe deux telles parties principales a x g x et a 2 g 2 ; on 
ne peut avoir g 1 < g 2 , car en vertu de (GO!) on deduirait de 14 
*i8i *€ g 2 , et f - a ± g x <€ g 1 < € g 2 , done f *=C gr 2 ; mais alors on aurait 
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aussi a 2 g 2 < g 2 , et par suite a 2 < 1, contrairement a l’hypothfcse 
a 2 ^ 0 et a la condition (CO„). On a done nScessairement g x = g 2 \ 
des relations £ - a x g x g l5 £ - a 2 g\ gu on tire alors (a^a^gj^ g x 
d’ou a 2 - a x < 1, et par suite a 2 = a! en vertu de (CO n ) et (CO m ). 

Exemple. — Pour x r6el tendant vers -f co, les fonctions perio- 
diques et born^es dans R, ayant une meme p6riode x, satisfont 
aux conditions (CO r ), (CO n ) et (GO ra ) : en effet si lira a(x) = 0, 

pour tout e 0 il existe Xq tel que x x Q entraine | a(x) | e • on 
en deduit qu’on a aussi | a{x) | ^ e pour 0 ^ x, puisqu’il existe 

un entier n tel que x + nx > a; 0 , et que a{x) = a{x + nx) ; corame e 
est arbitraire, on a a{x) = 0 dans (O, x), done partout. 

Avec les notations du n° 2, on dira que 2 a^gx, oil les a x 

appartiennent a £ et sont nuls sauf un nombre fini d entre gux, 
est un developpement asymptotique de i & coefficients dans G, a la 

precision g 2 , si on a £ -^2^ "C g* » pour tout indice p. tel que 

a^_ 0, a 1JL g. A est alors la partie principale de f -.2^ axgx, relative 

a 8 et a G, ce qui prouve l’unicite du developpement asympto¬ 
tique de £ (a la precision g a ) lorsqu’il existe. 

Les methodes donnees au n° 3 pour former un developpement 
asymptotique de i x + £2 ou de [t x . £«] a partir de developpements 
asymptotiques donnes de £j et £2 s’appliquent encore aux deve¬ 
loppements a coefficients variables, a condition que les [a^.b^] 
appartiennent au domaine de coefficients C correspondant & 
l’espace norme V ou admettent un developpement asymptotique 
a coefficients dans G. 


§ 3. — Developpements asymptotiques 
des fonctions d’une variable rlelle. 

Dans ce paragraphe, nous allons considerer seulement le cas 
ou l’ensemble E est un intervalle ouvert de la droite achev6e R, 
et % une base de la trace sur E du filtre des voisinages de l’ori- 
gine ou de l’extremite x de E ; en outre, nous etudierons surtout 
les fonctions numeriques (finies) definies dans un ensemble de 
(dependant de la fonction consider^). En utilisant au besoin 
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l’un des changements de variables x' = - x. x' — -, x' = -, 

X - a x-y. 

on peut toujours se ramener au cas ou E est un intervalle de la 
forme )a, -}- <*>(, et par suite ou ft est formee des intervalles 
(£, co(^, ofi t > a. Nous nous bornerons done en principe a ce 

dernier cas, et laisserons au lecteur le soin de traduire la plupart 
des propositions obtenues (au moyen des changements de variables 
precedents), sauf pour quelques resultats particulterement impor- 
tants. 


II nous sera commode de designer, par abus de langage, les 
ensembles de ft sous le nom de « voisinages de -f- oo ». 


1 . Integration des relations de comparaison : J. Relations 
faibles. 

Proposition 1. — Dans un intervalle (a, + oo(, soient f une 
fonction vectorielle reglee , g une fonction rdglee >0 et telle que 

r +o ° 

j g(t)dt > 0. La relation i^g pour x tendant vers -f- oo entraine 


a 


r 


I g(t)dt. SiV integrale f 
J a J a 


4-co 


g(t)dt est convergente , Vinte- 


En effet, il existe par hypothese b ^ a et un nombre c' >> 0 tels 
que 

||f(z)||<c'g(x) pour 

d’ou 


xh<j>' 


dt ^ C Jb g ^ dt ’ 


comme d’autre part, on peut supposer b assez grand pour que 
j' g(t)dt> 0, il existe c"> 0 tel que j t(t)dt < c" g(t)dt ; 
en posant c = max (c\ c"), on a done, pour tout x b, 


£ 


i(t)dt 


^ c f sWu 


d’ou la proposition. 
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Corollaire 1. — Si fetgsont des fonctions rigUes > 0 dans Vinter- 

. r+°° 

valle (a, + co(, telles que f>g, et si I g(t)dt = + co, on a 

r + 05 

I f(t)dt = + co. 


«/ a 


Corollaire 2. — Si f et g sont > 0 et non identiquement nulles 
dans (a, + oo( et telles que f ^ g, on a j f(t)dt X j* g(t)dt. 


2 . Application : criteres logarithmiqnes de convergence 
des integrates. 

Par un choix convenable de la fonction g, on peut deduire de 

la prop. 1 et de son cor. 1 des criteres permettant d’afFirmer que 

/*-}" 00 

l’integrale f(t)dt d’une fonction f^O est convergente ou 
infinie : il suffit de choisir pour g une fonction dont on connait 
une primitive. En particular, comme x' x a pour primitive —— 
lorsque p. - 1, et log a: lorsque p = - 1, on a le critere suivant: 

Proposition 2 (« critere logarithmique d’ordre 0 »). — Soit f 

une fonction reglee >0 dans Vintervalle (a, + co( ; si f{x) < x* 

/'+ 20 

pour un p < - 1, Vintegrate j f(t)dt est convergente; si f(x)^x* 


t/ a 


pour un p. 




f(t)dt est infinie. 


1 1 

Ce critere ne permet pas de conclure lorsque < f(x) < - 

% 2 / 

1 

pour tout exposant a > 0, par exemple pour f(x) = x (\ 0 g 

1 

Mais dans ce dernier cas, f a pour primitive ^3^ 0°8 X ) 1 a sifiy^ 1 
et log log x si p = 1. Par suite : 

Proposition 3 (« critere logarithmique d’ordre 1 »). — Soit f 
une fonction reglee ^ 0 dans Vintervalle (a, + °°(*> si f(x) *< x y 
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r+<*> 

pourunp>i,Vintegrate I f(t)dtestconvergente\sif(x )>» 


zflogz)^ 


. . r+ ex> 

pour un 1, V integrate J f(t)dt est infinie. 

De faQon gSnerale, d6signons par l n (x), pour tout entier/i> 0,1a 
fonction definie par recurrence (pour x assez grand) par les relations 
l 0 (x) = x, l n (x) = log(^„. 1 (a;)) pour n > 1 ; on dit que l n (x) est 
le n-eme logarithme itere de x (cf. Appendice). On v^rifie aussitot 
1 

que _ (Inlp)) 1 ^ est une primitive de 

1 U 


1 


x.l^x) . l2(x)...l n _ 1 (x) (l n (x))^ 

pour ft 1, et ln tl {x) une primitive de 1 , . , ., ■ 

x . l\\x) • l%(x) . . . l n -\{x) . ln(x) 

Par suite : 


Proposition 4 (« critere logarithmique d’ordre n »). — 
Soil f une fonction regime dans Vintervalle [a, -foo(; si 

f(x) K X Mx) Mx).iMUx))» pour un p > 4 * Vlnt6grale 

'+°° A 

f(t)dt est convergente ; si f(x) >- p0 ur 

X . li(x) . . . ln_i(x) . {l n (%))^ 

_ . /*+°° 

• ^ 1, Vintegrate J f(t)dt est infinie. 


L 


Ghaque critere logarithmique est done applicable a des fonctions 
pour lesquelles les entires d’ordre inferieur ne peuvent donner 
de conclusion (cf. Appendice , exerc. 5 b) et 8). 

En raison de son utility nous traduirons le critere d’ordre 0 

pour les integrates £ f{t)dt, oil f est regime et >0 dans l’inter- 

valle non compact a) : 


Proposition 5 (« critere logarithmique d’ordre 0 »). — Si, au 


voisinage de a, on a f(x) =< 

est convergente ; si f(x) >= 
est infinie. 


1 

(x-aY 

1 

(x-a)V- 


pour unp.< 1, l 
pour unp.^>i,l 


’integrate j* f(t)dt 
'integrateJ f(t)dt 


Nous laissons au lecteur le soin de traduire de meme le critere 
logarithmique d’ordre n. 

Bourbaki XII. — 6 
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L’application des crit&res logarithmiques est immediate si on 

sait obtenir une partie principale de f par rapport a une 6chelle 

de comparaison contenant les fonctions qui interviennent dans 

r+<*> 

ces crit&res : si f x est cette partie principale, l’int6grale I f(t)dt 


x 


cette derniere integrate, l’application des crit^res logarithmiques 
est immediate. 

Exemples. — 1) La fonction tP{\. -t) q est non borage dans 
)0,1( lorsque p <C 0 ou q <C 0; d’apr&s les critferes logarithmiques 
d’ordre 0 appliques au voisinage des points 0 et 1, pour que l’intg- 


r 1 

grale I 
Jo 


tP( 1 - t) q dt converge, il faut et il suffit que p >► - 1 


et q > - 1. Lorsqu’il en est ainsi, cette integrate est dite integrate 
eulerienne de premiere espece et not6e B [p -f- 1, q -f- 1) (cf. 
chap. VII). 

r 

2) Considerons l’int^grale I t^e^dt. Comme e~* ~1 au voi- 

Jo 

sinage de 0, pour que cette integrate converge, il faut que x > 0; 
cette condition est aussi suflisante car au voisinage de -f oo, on a 
e~ l "fC quel que soit n > 0. Lorsque x >» 0, 1’integrale est dite 
integrate eulerienne de seconde espece et not6e T(x) (cf. chap. VII). 


3. Integration des relations de comparaison : II. Relations 
fortes. 

Proposition 6. — Soient f une fonction vectorielle rtgUe, g une 
fonction numtrique r£gUe et ^ 0 dans (a, -f oo(. 

X +co 

g(t)dt est convergente , la relation f *< g 

X -f co 

t(t)dt <C I g(t)dt 

r>-\-* /’+<» 

(resp. I f (t)dt ~ c I g(t)dt). 

2° Si V inti grade I g(t)dt est infinie , la relation f *< g 
(resp. f ~ eg) entraine 

'X 


i(t)dt < 


f g(l)dt 



(resp. | f(<)d< /v 0 


f g(t)dt), 


quels que soient x et l3 dans (a, -f-co(. 
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pour 


x ^ x«. 


II suffit de dSmontrer la proposition concernant la relation 
* "€ g, puisque, si c ^ 0, la relation f ~ eg est equivalente a 

i - eg < g- 

La premiere partie est une consequence immediate du theoreme 
de la moyenne, car si on a ||f(z)|| < eg(x) pour x^ x 0 , on en tire 
f+°° II /»+« r+*> 

J x WUJ' || 1(0 1| dt ej g(t)dt 

X “f- oo 

g(t)dt = + oo. Si ||f(z)||<eg(z) 

pour x > x 0 > max (a, /3), on a 

fmm= r°\\ m ii dt + f x \\nt) ii *< f x °\m\\dt+e Tern 

a - a Jx 0 J a J Xo 

= g(t)dt + ( £°\\ i(i) || dt - tj*°g(t)dt^. 

Or, il existe x 1 ^ x 0 tel que pour tout x ^ 

£°\\ 1(01| dt - *f'°gWt j < c f*g(W 




d’ou, pour x x 1 


f. 


l(t)dt < 


Jjl KO« 


dt < 2c- 


£ f g(t)dt 

J? 


ce qui ach^ve la demonstration, e > 0 etant arbitrage. 


Ln d autres termes, on peut integrer les deux membres d’une 
relation forte f < g, f ~ ag, lorsque g est positive dans un inter¬ 
vals (a, + co(, sans que la relation cesse d’avoir lieu entre les 

primitives des deux membres, pourvu qu’on ait soin d’integrer de 

r+<*> 

x a + co si J* g{t)dt est convergente etdeaaxja quelconque 
dans co{) dans le cas contraire. 


On notera que les prop. 1 et 6 sont encore valables lorsque 

est la base de filtre formee de la trace des intervalles (*, -f co( 

(oil t > a) sur le complementer e d'un ensemble denombrable (cf 
chap. I, § 2, th. 2). 


Exemples. — 1) En appliquant la prop. 6 a la relation - < x <z ~ 1 
oil a > 0, on retrouve la relation log x^x a pour tout a > 0, 
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equivalente k la relation y a <^e y dEmontrEe au chap. Ill, § 2, n° 1. 

( e x\' &: r l\ e x e* 

= —( 1- -) comme — tend vers + oo avecrc, 

r x & e x 

on deduit de la prop. 6 que I yd/ ~ — • 

Remarque. — Lorsque g n’est pas supposEe rester 0 dans un 
intervalle (a, + oo ((ou rester <10 dans un tel intervalle), et que 


£ 


+ 0O 


g(t)dt n’est pas convergente, la relation / ~ g rCentratne pas 


necessairement 


f x f( t )dt ~ f 

J a J a 


g{t)dt, comme le montre l’exemple oh 


( sin x\ 

1 + —— J sin x ; on a en effet 


r 

J mz 


’("+ 1 >’'sin. 

— - at £> T— . 

t (n -j- 


1 P* • a„i#^ 1 f n+ * 

—rr sin 2 tdt^x I — 

- !)Vo 2 Jn +1 * 


d’ou 


r nr sin 2 t , . 1 r+'dt 

j , 7 


et l’integrale 


JTt 


■X 


est infinie, alors que | g{t)dt = - cos x reste 

2 


bornEe (cf. exerc. 4). 


4. Derivation des relations de comparaison. 

Les propositions 1 et 6 n'admettent pas de rtciproque : l’existence 
d’une relation de comparaison !*<g, f<Cg, f ~ eg entre deux 
fonctions dErivables au voisinage de + co n'entraine pas necessai¬ 
rement la meme relation de comparaison entre leurs dErivees, meme 
lorsqu’il s’agit de relations de comparaison entre fonctions numE- 
riques et monotones f et g. 

Par exemple, la fonction rr 2 -f x sin x + cos x est monotone et 
Equivalente k rr 2 , mais sa dErivEe rr(2 -f- cos rr) n’est pas Equivalente 
k 2rr. 

Par contre, on peut dEriver des relations de comparaison 
lorsqu’on suppose a priori que les derivEes des fonctions considErEes 
sont comparables (§ 1, n° 3). De fa<jon gEnErale, nous dirons que 
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deux fonctions numeriques f, g, definies dans un intervalle 
(a, -|-ao(, sont comparables d'ordre k au voisinage de -f 00 si 5 
dans un voisinage de + oo, elles admettent une d£rivee A:-eme 
reglee sauf en une infinite denombrable de points, et si, dans ce 
voisinage, f ( * ) et £ k) gardent un signe constant (dans Tensemble ou 
elles sont definies), et sont comparables. 

On convient de dire que deux fonctions numeriques compa¬ 
rables (§ 1, n° 2) sont comparables d'ordre 0. 

Proposition 7. — Si deux fonctions numeriques f, g, sont com¬ 
parables d'ordre 1, elles sont comparables ; en outre, la relation 
f *€ g (resp. f ~ eg, c constante) entraine f' <C g' (resp. f' ~ eg') 
sauf si g est equivalente a une constante A 0. 

En effet, comme f' et g' gardent un signe constant dans un inter¬ 
valle (x 0 , + oo(, f et g sont monotones dans cet intervalle, done 
tendent vers une limite finie ou infinie lorsque x tend vers + oo. 
II est evident que f et g sont comparables lorsque x tend vers oo, 
si une de ces limites est finie et A 0, ou si Tune est nulle et l’autre 
infinie. Si f et g tendent toutes deux vers 0, on peut ecrire 

r+ M r- 

f(x) = - J f'(t)dt, g(x) = -J g'(t)dt ; comme f et g' sont 

comparables, il en est de meme de f et g et la relation de compa¬ 
rison entre f et g est la meme que celle qui existe entre f et g', 
d’apr^s la prop. 6. De meme, si f et g ont toutes deux une limite 

infinie, on a f(x) = f(x 0 ) + f X f'(t)dt, g(x) = g(x 0 ) + f* g'(t)dt ; la 

J X 0 Jx o 

prop. 6 montre de nouveau que f et g sont comparables et que la 
relation de comparison entre f et g est la meme que celle qui existe 
entre f' et g\ Pour achever de demontrer la proposition, il reste a 
consid6rer le cas ou g tend vers ± oo et f vers une constante ; alors 
on ne peut avoir f' g', car on deduirait de la prop. 1 que l’inte- 

grale I g'(t)dt serait convergente ; comme f' et g' sont suppo- 

t J Xq 

s6es comparables, on a necessairement f <C g'. 

% 

Corollaire. — Si deux fonctions numeriques f, g sont com - 
parables d'ordre 1, elles sont comparables d'ordre p pour 
0 < p < k ; en outre , la relation f < g (resp. f ~ eg) entraine f ( *> < ^ 
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(resp. f (k) ~ eg**') sauf lorsque Vune des dtrivies (0 p-^k- 1) 

est equivalents a une constante ^ 0. 

En effet, comme f k) et £ k) gardent un signe constant dans un 
intervalle (x 0 , + oo(, f (k - X) et g ( *' 1) sont monotones dans cet inter- 
valle, done gardent un signe constant au voisinage de -}- co ; 
en outre, la prop. 7 montre que /* ( * -1) et g (t_1) sont comparables, 
done le corollaire resulte de la prop. 7 appliquee par recurrence 
sur k. 


Remarques. — 1) La restriction de l’enonc6 de la prop. 7 con- 

1 1 

cernant g est essentielle. Par exemple, on a - 1 -f - bien que 

X X 

les derivees des deux membres soient equivalentes ; de meme 
1 1 12 
1 + i~ i+ X*' mai3 i2>p- 

2) Si / et g sont comparables d’ordre k, une fonction f 1 6quiva- 
lente 4 / n’est pas necessairement comparable d’ordre k 4 g ; elle 
l’est toutefois si on suppose que / x est comparable d’ordre k 4 / et 
qu’aucune des derivees (O^p^A-l) n’est 6quivalente 4 
une constante ^ 0. 

3) Si / et g sont comparables d’ordre /c, il n’en est pas necessaire¬ 
ment de meme de hf et hg , meme pour une fonction monotone h 
aussi simple que h{x) = x (exerc. 3) ; de meme, 1 If et 1/g ne sont 
pas necessairement comparables d’ordre k (exerc. 1). 


5, Partie principale d’une primitive. 


Soit f une fonction numerique reglee ^ 0 et gardant un signe 
constant dans un intervalle (a, -f oo(; la proposition suivante 
permet dans certains cas d’obtenir une partie principale simple de 

/*+<» /*+» 

la primitive I f(t)dt si I f(t)dt est convergente, et de la 

t/ x % a 


r x y^+OO 

f(t)dt si l’integrale I f(t)dt est infinie : 

* a J a 


£ +co r+co 

f(t)dt si I f(t)dt 
J a 

C x . r+* 

est convergente , F(x) = I f(t)dt si I f(t)dt est infinie . On sup - 

J a Ja 

pose que log \ f\et log x sont comparables d’ordre 1. 
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( 1 ) 


1° Si f est d'ordre fini p. ^ - 1 par rapport a x, on a 

1 


F(*) 


/v 


P + 1 


xf(x). 


2° Si f est d'ordre infini par rapport ax et si f/f 1 et x sont compa¬ 
rables d'ordre 1, on a 

( 1(*)Y 


( 2 ) 


F(x) 


i m i' 


On notera que l’hypothese entraine que f(x) a un ordre d6ter- 
min6 par rapport a x (§ 1, def. 5). 

1° Si f est d’ordre p^O par rapport a x, on a log | f | ~ p log x, 
done, comme log | /* | et log re sont comparables d’ordre 1, on a 

d’apres la prop. 7, ^ ~ ou xf ~ pf. Si p > - 1, on a f(x) >■ x*~ £ 

t x 

r+ M 

pour tout e > 0, done (prop. 2) l’integrale I f(t)dt est infinie. 

On peut 6crire F(x) = f f(t)dt = xf(x) - af(a) - j tf'{t)dt ) ou encore 

J a J a 

J (f(t) + tf'(t))dt = xf(x) - af(a) ; 

comme p ^ - 1, f(x) + xf'(x) ~ (p -f- 1 )f(x), done (prop. 6) 


f. 


(/W + tf'(t))dt ~ (p + l)F(x), 


ce qui d6montre dans ce cas la relation (1). Si p — 0, on a de meme 
Xf'(x) < f(x), ce qui donne encore f{x) + xf'(x) ~ f(x). On raisonne 

de maniere analogue lorsque^ < - 1, cas oil J + f(t)dt est conver- 
gente. 

2° Si f est d’ordre -+- co par rapport ax, on a log | f | > log x, 

done (prop. 7) ^ i ou encore, en posant g(x) = g(x)<x; 

T x I \ x ) 


en 


/*+°° 

outre, comme f(x) > x* pour tout a > 0, l’integrale I 


f(t)dt 


est infinie. On peut ecrire 


F (*> = f /W* = f X g(t)f'(t)dt = g(x)f(x) - g(a)f(a) - f X f(t)g'(t)dt ; 

v o J a J a 

comme g et x sont comparables d’ordre 1, de la relation g{x) < x 
on dSduit (prop. 7) g'(x) < 1, done fg ' < f , et par suite (prop. 6) 
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f f{t)g'(t)dt < F(x), ce qui etablit la relation (2). D6monstra- 

J a 

tion analogue lorsque f est d’ordre - co par rapport 4 x, cas o4 



est convergente. 


Soit 8 une 6chelle de comparaison (pour x reel tendant vers -f- oo) 
form6e de fonctions numeriques non nulles et de signe cons¬ 
tant au voisinage de -f- oo, telle que x e 8 et que le produit et le 
quotient de deux fonctions de 8 appartiennent encore a 8 (§2). 
Si une fonction regime f de signe constant au voisinage de + oo 

f+oo 

admet une partie principale eg par rapport a 8,J f(t)dt (resp. 
j' f(t)dt suivant le cas) sera Squivalente a cj g(t)dt (resp. 


cj g{t)dt) ; si la fonction g satisfait aux conditions de la prop. 8, 

et si (lorsque la formule (2) s’applique) on connait une partie prin¬ 
cipale de g' relativement a 8, on aura ainsi une partie principale de 

00 r x 

f(t)dt (resp. I f(t)dt) relativement 4 8. 

x J a 


Exemples. — 1) La fonction 1/log x est d’ordre 0 par rapport 4 
x , et satisfait aux conditions de la prop. 8 ; done 


r x dt ^ x 
J a log t ** log x' 

2) La fonction e** est d’ordre + oo par rapport 4 a; et satisfait 
aux conditions de la prop. 8, done 




Dans l’Appendice (n° 5), nous definirons un ensemble de fonc¬ 
tions auxquelles les prop. 7 et 8 sont toujours applicables. 

Remarque. — La prop. 8 n’est pas directement applicable 4 une 
fonction / d’ordre - 1 par rapport 4 x. Mais on peut alors 6crire 
f(x) = hW/x, /j 6tant d’ordre 0 par rapport 4 x. Supposons par 

r+<*> 

exemple que I f(t)dt soit infinie ; alors 

i/ a 
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Si la fonction f^) satisfait aux conditions de la prop. 8 et a un 
ordre ^ -1 par rapport 4 y (c’est-4-dire si f x {x) a un ordre ^ - 1 
par rapport 4 log a:), les formules (1) et (2) permettront encore 
d’obtenir une partie principale de F(a;). Par exemple, soit 

f(x) = ex P (v/logs) . comme ex p (0ogx) est d’ordre 0 par rap- 
00 log 00 

e^y 

port 4 x,f est d’ordre -1 ; on a ici f\{$) — ~~ et cette fonction 
est d’ordre + oo par rapport 4 y ; la prop. 8 lui est applicable 

J r 'y e ^ u 2e^y 

— du ~ —t=- : en revenant 4 la variable x , il vient 
x u 


et donne 


Vy 


done 



(\/log*) 2 exp (v/loga;) 

- at - - - - 


log« 


V/loga: 


6. Developpement asymptotique d’une primitive. 

Soit 8 une echelle de comparaison au voisinage de + 00 formee 
de fonctions numeriques ^ 0 et de signe constant au voisinage 
de + oo ; soit f une fonction vectorielle reglee d£finie dans un 
intervalle (a, + 00 (, 4 valeurs dans un espace norme complet E, 

et admettant un developpement asymptotique i = 2 a + t x 

A^a 

4 la precision g a , par rapport 4 8. Supposons en outre que toute 

primitive J* g(t)dt d’une fonction g e 8 admette un developpement 

asymptotique par rapport 4 8. Dans ces conditions, nous allons 
voir qu’on peut obtenir un developpement asymptotique de 

F(a:) = J f (t)dt relativement 4 8. Distinguons deux cas : 

/*+<» 

1° I ga(t)dt est infinie ; alors (prop. 6), on a 


x 


X 


r a(t)dt < ga(t)dt ; 


par hypothese, on peut obtenir un developpement asymptotique 
de^S^a* J g\(t)dt 4 une certaine precision g p (§ 2, n° 3); si cg„ 

est la partie principale d ej gMdt, on aura done un develop¬ 
pement asymptotique de J 1 (t)dt 4 la precision g min( p>a) , dont 
tous les termes ont des normes croissant indefiniment. 
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20 


I gjj)dt est convergente ; soit (3 alors le plus petit des 

J a 

X +JO 

g\{t)dt soit convergente; 

l’integrale 

est alors convergente, et on peut ecrire 

F( *> = a 'X S\O dt + c \f x ft(0* -f+ rjt) dt. 


+ °° 

On a alors I r 

+ 00 



,(0 dt < j 


4-oo 


g a (t)dt ; si cg a est la partie princi- 


/>+oo 

pale de I g % (t)dt, et si on a un developpement asymptotique 

t. X 

de 2] * f g\(t)dt + C - 2 a x f g\(t)dt a la precision g p , 

on aura de la sorte un developpement asymptotique de F 4 la pre¬ 
cision g min ( Pi(J ). 

Tout revient done a trouver des developpements asymptotiques 
par rapport a 8 de primitives de fonctions de 8. Nous avons vu 
comment, moyennant certaines hypotheses sur 8, la prop. 8 donne 
la partie principale d’une telle primitive. En outre, la demonstra¬ 
tion de la prop. 8 donne l’expression de la difference des deux 
membres de (1) (resp. (2)) sous forme d’une primitive de la fonction 

1^1 ( x f'( x ) + f( x )) - f( x ) (resp. f(x)g'(x), avec g = f/f) ; en 

formant la partie principale de cette nouvelle primitive, ainsi qu’un 
developpement asymptotique du second membre de (1) (resp. (2)), 
on obtiendra le second terme du developpement chercbe (voir 
Appendice). 


Exemples. — 1) Soit f(x) = 


log x 


(a? 1) ; on a vu que 


C x dt x C x dt x 

I ^ i~—> et la difference ,—; - \ -est une primitive 

Ja lo S l lo g* Ja l 0 g* l 0 g X 

1 

de (j ~~ g ~ x y » 011 P eut de nouveau appliquer 4 cette fonction la 
prop. 8, qui 'donne ~ Par recurrence, on 


(log t) 2 (log x) 
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obtient ainsi le developpement 


f 


dt 


x 


+ 


x 


+ 


2x 


%y 


a log t log x (log a:) 2 (log x) 


+ 


+ (^ 1) l (logo:)” °((logs) n ) 


On notera que, quel que soit n, tous les terraes de ce d6ve- 
loppement tendent vers -f- oo avec x. 

2) Soit/(s) = ; on peut ecrire f(x) = La 

prop. 8 donne les developpements 





d’oii par addition 



Exercices. — 1) Definir une fonction croissante g, admettant 
une d^rivee continue dans un voisinage de + oo, telle que g et 
1/s soient comparables d’ordre 1, mais que x et 1/g ne soient pas 
comparables d’ordre 1 (prendre g'(x) = 1 sauf dans des inter- 
valles suflisamment petits ayant pour milieux les points x = n 
(n entier > 0), dans lesquels g' prend des valeurs tres grandes). 

2) Soient f et g deux fonctions ^ 0, tendant vers + oo avec 
x , et comparables d’ordre 1 ; si h est une fonction derivable, ^ 0 
et croissante pour x tendant vers + oo, montrer que hf et hg sont 
comparables d’ordre 1. 

3) Donner un exemple de deux fonctions /, g , positives, de- 
croissantes et tendant vers 0 lorsque x tend vers -f- oo, compa¬ 
rables d’ordre 1, et telles que xf(x) et xg(x) ne soient pas compa- 


f'(x) 1 

rabies d’ordre 1 (prendre f et g equivalentes et telles que + - 

f(X) X 

at( X ) 1 

et -}- - ne soient pas comparables). 

,, ,,, . , sins sins/ , sins\ . , 

4) a) Montrer qu on a— 1 =™—;=■( 1 H--=■ ), maisquel mt^grale 

\Jx \X\ \Jx 


r 

infinie. 


sin t 

Tt 


dt est convergente et l’intggrale 


X 


+co sin t f sin t\ 

1 + — 1 dt 


v/* 


sft) 


b ) Montrer que les integrates J* 


+ ®sin t r +00 sin 2 i 

dt et I —— dt sont 


t 


V 
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X +°o 8 j n 2 i 

p dt n’est pas n6gli- 

,, , r+®sin«, „ sin 2 1 sin t 

geable devant J —j— dt, bien que 1 on ait ■ «< —— • 


et 


c) On consid&re les deux fonctions continues 4 valeurs 
dans R 2 , definies dans (!. + »(: «*) = (?. ^r) 

g[x) = Montrer qu’elles ne s’annulent 

pour aucune valeur de x, qu’on a f ~ g pour x tendant vers -f oo, 

que les integrates I f {t)dt et I g(t)dt sont convergentes, 

J l J l 

r +co /' , + eo 

mais que I n’est pas equivalente 4 I g(0dJ. 

Ji Jx 

5) Soit / une fonction convexe d6fmie dans un voisinage de 

4- oo, telle que f{x) > x. On dit que / est regulierement convexe 

au voisinage de + oo si, pour toute fonction convexe g definie dans 

un voisinage de + °° et telle que / ~ g, on a aussi f d ~ g' d . 

Pour tout norabre a > 0 et tout x assez grand, soit k{a , x) 

la borne inferieure des nombres {f{y) - (y - x)f d {y))lf(x) lorsque 

y parcourt l’ensemble des nombres ^ x tels que 

My) < (1 + «)/*(*); 

soit de meme h( a, x) la borne inferieure des nombres 

(/(z) + ( x - z)fd{z))lf(x) 

lorsque z parcourt l’ensemble des nombres <Ja; tels que 

I'M >(1 — <*)/d(s). 

% 

Soient +(a) = lim.sup k{&, x), <p(a) = lim.sup h{*,x). Montrer 

x —► + CO X—>* + 00 

que, pour que / soit regulierement convexe au voisinage de 4* oo 
il faut et il sufTit que, pour tout a > 0 assez petit, on ait <|/(a) < 1 
et <p(a) <1. . 

Tf 6) Soit f une fonction continue dans un intervalle |a; 0 , 4- oo|^, et 

telle que, pour tout X 0, la fonction f(a; 4" — 1{ X ) tende 

vers 0 lorsque x tend vers 4- <*> • 

a) Montrer que l{x 4- X) — i(x) tend uniformtmenX vers 0 avec 
1/a; lorsque X appartient 4 un intervalle compact quelconque 
K. = {a, 4) de (0, 4- oo (. (Raisonner par l’absurde : s’il existe une 
suite {Xn) tendant vers 4- °° et- une suite (X n ) de points de K 
telles que || f(av» + X„) - l(xn) || > a > 0 pour tout n, il existe 
un voisinage J n de K dans K tel que || f(a^» 4- ^) - l(®«) U > * 
pour tout X e J n ; construire par recurrence une suite dicrois - 
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sante d’intervalles fermSs I* de K, et une suite (x nt ) extraite de 
{x n ), telles que || l{x nje + X) - i{x n J || > ^ pour tout X <= \ k ; on 
remarquera pour cela que si o* est la longueur de I* et q un 


entier tel que qt k >b- a , on a || f {x -f 5*) - f(x) || < 
est assez grand). 



des que x 


rx +i 

b) Deduire de a) que J i(t)dt - f(z) tend vers 0 lorsque x 


tend vers + oo, et en conclure qu’on a t(x) = o(x). 

7) Soit g une fonction num^rique strictement positive, continue 
dans un intervals (:r 0 , -{- oo (, et telle que, pour tout |a > 0, 

g(nx) ~ g(x). Deduire de l’exerc. 6 que g est d’ordre 0 par rapport 
k x. 


§ 4. — Application aux series h termes positifs. 

1. Criteres de convergence des series a termes positifs . 

Dans tout ce paragraphe, nous entendons (par abus de langage) 
par sfrie a termes positifs une s6rie ( u n ) a termes reels tels que 
iin'Z' 0 d partir d’une certaine valeur de n. Tout ce qui sera dit sur 
ces series s’etend aussitot par changement de signe aux series dont 
tous les termes sont ^Oa partir d’une certaine valeur de n. On a 
vu (chap. II, § 2, n° 1, exemple 3) qu’a toute suite (ude points 
d’un espace norm6 E, on associe une fonction en escalier u d6finie 
dans (1, -f co( par les conditions u(z) = u„ pour n < x < n -f 1 : 
alors, pour que la serie (u„) soit convergente, il faut et il suffit que 

I’intggrale j u (t)dt soit convergente. 

Soient ( u n ) et (v n ) deux series a termes positifs, u et v les fonc- 
tions en escalier associees : la relation u n < v„ pour rc > n 0 equi- 
vaut a u(x) < v(x) pour x > n^. Par suite, chacune des relations 
u n =On, ^ < v ni Un ~ v n est respectivement equivalente a 
u ( x ) v( x )t u(x) ^(#), u(x) ™ v(x) ; cette remarque permet de 
traduire comme suit les propositions 1 et 6 du § 3 : 

Proposition 1. — Soient ( u n ) et (v n ) deux series a termes positifs. 
Si Un =4 et si la sfrie (v n ) est convergente , la strie (u n ) est conver- 

QO CO 

gente j si u n v n et si j£j v n = oo, on a s Un= + OO. 

n —1 n=1 
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Proposition 2. — Soient («„) et {o n ) deux series d termes positifs: 
1® Si la sdrie (o n ) est conoergente, la relation u n < o n (resp. 



oo OO oo 

entraine 2 Up < 2 o p (resp. 2 u 


p = n 


P — n 


p=n 


OO 

~ 2 Op). 

P— n 


OO 


2° Si 2 o n = + oo , la relation < o n (resp. u,, ~ o n ) entraine 

n = 1 


n n n n 

2j Up < H Op (resp. 2 Up ~ 2 P p ). 

p = i p= l p — 1 p — 1 

On obtient des entires commodes de convergence en prenant 
pour serie de comparaison (p„) dans la prop. 1 une serie dont les 
termes sont de la forme o n = f(n ), ou / est une fonction > 0, dtfi- 
nie pour tout nombre riel x > x Q et decroissante dans l’intervalle 
(x 0 , + oo (; en efTet: 


Proposition 3 (critere de Cauchy-Maclaurin). — Si f est une 
fonction > 0 et decroissante dans (z 0 , + oo (, pour que la strie de 
terme general o n = f(n) soit conoergente , il faut et il suffit que Vin - 

r+<» 

ttgrale I f(t)dt soit conoergente. 

J X 0 

Il sufTit pour le voir de remarquer que si o est la fonction en esca- 
lier assoctee a la serie (p„), on a o(x + 1 ) f( x ) ^ v i x ) pour tout 
x > x 0 , puisque f est decroissante ; la proposition r£sulte done du 
principe de comparaison (chap. II, §, 2, prop. 3). 


Comme les fonctions qui figurent dans les entires logarith- 
miques de convergence des integrates (§ 3, prop. 2, 3 et 4) sont d 6 - 
croissantes dans un intervalle (x 0 , -f oo(, 1 *application des prop. 1 
et 3 donne les criteres suivants : 


Proposition 4 (« critere logarithmique d’ordre 0 »). — Soit (h„) 
une serie a termes positifs ; si u n ■< pour un p. < - 1 , la strie 
( u n ) est conoergente ; si H n > n* pour un u. >- 1 , la serie (u„) a 
une somme infinie. 


Proposition 5 (« critere logarithmique d’ordre p »). — Soit (ti„) 

1 

une serie a termes positifs. Siu n =*C — ...... -:— 7-7777 ~ pour 

n.l 1 (n).l 2 (n)...l p - 1 (n)(l p (n))* 

1 

unu.>\,laserie(u n )est conoergente;si > —— --— .... 

pour un fj. 1 , la strie (u n ) a une somme infinie. 
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Sl 0 < 1 < !• ° n a ?" < qael que soil k > 0 ; l’application 
du enters loganthmique d’ordre 0 prouve 4 nouveau la conver- 

00 

gence de la serie geometrique S pour |?|<1 (Top. gin., 

chap. IV, § 7, no 1 ). Si on applique la prop. 1 en prenant v n = <r" 
on obtient un entire qui peut se mettre sous la forme suivante 
(« entere de Cauchy »): Soil («») une serie d termes positifs • si 
lim^sup ( Un ) ” < 1 M serie (un ) cornergente ; si lim. sup (u n ) 1 ln > 1 , 


la serie (un) a une somme infinie. En effet, si lim. sup (Z) 1 ,n = a< 1 , 


n —>*oo 


pour tout nombre g tel que « < q < 1 , on a «„ < r . Si au con- 
traire lum sup („„)!/» = a > 1 , pour tout q tel que 1 < ? < a , 


o‘a“'>f>l pour une infinite de valeurs den;„, ne 
tendant pas vers 0 , on a 2 u„ = 4 . 


n= 1 


Ce entere est fort utile dans la thdorie des series entieres, que 

nous dtudierons plus tard ; mais 11 ne permet deja plus de decider 

de la convergence des series (l/*-), autrement dit son champ 

d application est beaucoup plus restreint que celui des critferes 
loganthmiques. 


2. D&veloppement asymptotique des sommes partielles 
d’une serie. 

Pour x rdel tendant vers + co , soit 8 une ecbelle de comparaison 
formee de fonctions dont chacune est definie dans tout un inter¬ 
file [x 0 , + co ((dependant de la fonction) et est > 0 dans cet 
intervalle. Soit (u») une serie dont les termes appartiennent a un 
espace norme complet E, telle que u,, admette un developpement 

asymptotique a la precision g a par rapport a l’echelle S' des res- 
tnctions a N des fonctions de 8 : 

n “ = x<« ajl & (,, ) +'«(")• 

n 

Supposons que toute somme partielle ^2 g( m ) ou g e 8 , admette 
un developpement asymptotique par rapport a S'. On peut alors 

obtemr un developpement asymptotique de s* = 2 u» par rap- 
port 4 8 ' ; nous distinguerons encore deux cas : 
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1° 2 g a (n) = + 00 . Alors (prop. 2), on a S r a (m) < 2 g a (m); 

n = 1 

par hypoth&se, on peut obtenir un d6veloppement asymptotique de 

n 

2 a>.( 2 g(m)) (§ 2, n° 3) a une certaine precision g p ; si cg a (rc) 


XCa m=l 


est la partie principale de 2^g a (/tt), on aura un d6veloppement 
asymptotique de s n k la precision gmin(p,cj)* 

oo 

2° 2 g a (n) est convergente ; soit alors (3 le plus petit des 

n= 1 


oo 


indices « tels que a>, ^ 0 et que 2 gi(n) soit convergente ; 

n = 1 

la s6rie 

CO 


est alors absolument convergente, et on peut 6crire 

n co co 

CO 


On a en outre 2 r a (m) < 2 g„(m) ; si cg c (n) est la partie 

m = n + l m=n+l 

CO 

principale de 2 ga(*w)> si on a un d6veloppement asymp- 

r m=n+l 

n oo 

totique de 2 aJ2 g>.(m)) + C -2 a x ( 2 g x (m)) 41a pre- 

X< ji m=l m—n-t -1 

cision g 0 , on obtiendra ainsi un d6veloppement asymptotique 
de s n a la precision g min (p>c ). 

On est ainsi ramen6 au cas particular des series (g(n)) oil geg. 
Nous allons voir comment, moyennant certaines conditions, on 


n 


peut tout d’abord obtenir une partie principale de s n = 2 g(m) 


°0^ ^ 

(lorsque 2 g(re) = + oo) ou de r n = 2 g(m) (lorsque 

x ^ n= 1 m=n+1 

CO 

2 g(n) < + co). 


Proposition 6. — Soit g une fonction num&rique > 0 et mono¬ 
tone definie dans un interoalle (x 0 , + °° ( (°^ x o ^ l)i et V 16 
logg et x soient comparables d'ordre 1. 
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1° Si g est d'ordre infini par rapport d(?,on a 

n 

(1) Sn== m ?i S( m )~g(n) si jt^g(n) = + oo; 

00 

(2) r » = ! S(m) ~ g(n + 1) Si J2 £(«)< + <». 

2° Si g est d'ordre fini p par rapport a (?, on a 

n 

(3) ^ = J 2 ) g(m) ~ g(t)dt si ±g { n)= + v; 

CO ^ 

(4) *«* st ^ «(»)<+oo 


U. 

(le nombre ^ e -u Levant etre remplace par 1 dans ( 3 ) et ( 4 ) 
lorsque p = 0 ). 

1° Si g est d’ordre + go par rapport a e*, on a log g > *, d’oh 
g Ig^* 1 ou £ ^ £ d apres 1 hypothese ; g est done croissante 

CO 

et tend vers + oo avec x, d’ou 2^ g(n) = + « . Si u est la fonction 
en escalier assooiee a la serie (*(«)) ( n o 1 ), on a u(x) ^ g(x) k 
partir d’une certaine valeur de x, done u^get par suite 

j 'n /»„ 

t u ( l ) dt <g(t)dt < J g'(t)dt ~ g(n ); 

comme s n = + g(n)> on a bien s n ~ g(n). Demonstration ana¬ 

logue lorsque g est d’ordre - co par rapport a ; on a alors la 
formule ( 2 ). 

2° Si g est d’ordre p par rapport a e*, on peut ecrire g(x) = e^h(x), 
oh h est d’ordre 0 par rapport a e* ; en outre, par hypothese,' 
log g ~ px pour p ^ 0 (log g < x pour p = 0 ) entraine h' < h. 

oo 

Supposons d’abord que g(n) = + oo (ce qui implique p ^ 0 , 
et est reciproquement toujours verifie si p > 0 , puisqu’alors g(x) 

tend vers -f co avec x ); evaluons une partie principale de ^ g(t)dt. 
On peut ecrire 

fn-i gm = fn-f‘ hm = k(n) Si + Si f t(m ~ h(n))dt 

= ~~ g(n) + f e*\h(t) - h(n))dt. 

P J n—1 


Bourbaki XII. — 7 
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Or, la relation h' < h signlfie que, pour tout £ > 0, il existe 

h'(x) 


tel que la relation x ^ n 0 entralne 


h{x) 


e ; on en d6duit, pour 


n - 1 ^ t ^ n, que - s ^ log 
ments finis, si n ^ t^, d’ou 


m 

h{n) 


^ e d’apres le th. des accroisse- 


h(t) - h(n) | <1 (e e - i)h(n) 


et par suite 


f e*\h(t) - h(n))dt 

Jn- 1 


< (e E - i)e ln h(n) = (e E - i)g(n) 


puisque e“ f est croissante. Comme e E - 1 est arbitrairement petit 
avec £, on voit qu’on peut ecrire 


x 


g(t)dt = -—— g(n) + o(g(n)) 
n—\ y 


1 - (T^ , 


etant remplace par 1 lorsque y = 0^. La proposition est 
alors une consequence de la prop. 2. On raisonne de meme lorsque 


co 


g{n) est finie. 


n = 1 


Par application rep£tee de la prop. 6, on peut parfois obtenir 

n 

un developpement asymptotique de s n = Zj g(m). Supposons d’abord 

m = l 

que g soit d’ordre + co par rapport a e 1 ; pour toute valeur fixe 
de p, on peut ecrire, d’apr^s la prop. 6 

S. = gin) + gin- 1H -1- gin - P) + o(g(n - p)) 

et il suffira de developper (relativement a 8') chacune des fonctions 
g(n - k) (0 k p) en liraitant la precision de ces developpements 
a la partie principale de g(n - p), pour avoir un developpement 
de s n . 


Exemple. — Soit g(x) = x x = exp [x log x), d’ordre -f- oo par 
rapport & e x . En prenant p = 2, on a 

1 /I 


2n • \n 


(ti - l)log (n - 1) = {n - 1 )log 7i - 1 + oz + o( - 
d’oii (§ 2, n° 4) 


in - l)- 1 = - n - 1 + ~ n"- 2 + 0l (rc"- 2 ) 
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et de meme 


( n - 2)"- 2 = i «’-2 + o 2 ( n "- a ); 


par suite 


*• = n " + \ « n_1 + (^ + + <> 3 (n"- z ). 


On procede de meme (pour r n ) lorsque g est d’ordre - oo par 
rapport a e*. 

Si maintenant g est d’ordre fini p. par rapport a e*, et si par 

00^ I 

exemple g(n) = + oo , on peut ecrire 




o>i fi(n) = g(n) - g{t )dt < g(n) d’apres la prop. 6. Si on a 

une partie principale c&(») de fM) par rapport a 6', et si on peut 
appliquer de nouveau la prop. 6 a la fonction g u on obtiendra une 

n qq 

primitive equivalente a Urn) si X ft (») = + «, equivalente 

00 

a „,=?+, dans le cas contraire (dans ce dernier cas, on ecrit 


n 


m?i fl(m) = C ® VeC G = £«»)). 

De proche en proche, on peut obtenir ainsi eventuellement une 

expression de s„ sous forme de la somme d’un certain nombre de 

primitives, dont chacune est nSgligeable devant la prtcedente, d’un 

terme restant negligeable devant la derniere primitive 6crite et 

eventuellement d’une constante (cas ou le terme restant tend 

vers 0). II reste ensuite a dfivelopper chacune des primitives ob- 
tenues relativement a 8' (cf. § 3). 


Exemple. — Soit g(n) = -; on a 

Tt 


puis 



- - (log n - log (n - 1)) ~ 
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d’oii 

s„ = log n + Y + ^ + o(^)- 

La constante y qui s’introduit dans cette formula joue un role 
important en Analyse (cf. chap. VI et VII) ; elle est connue sous 
le nom de constante d'Euler ; on a 

Y = 0,577 215 664... 
a 1/10® pres par defaut. 

Nous verrons au chap. VI comment la formule sommatoire 
d'Euler-Maclaur in donne, dans les cas les plus importants, un d6- 
veloppement asymptotique d’ordre quelconque de s n (ou de r„). 

3. DGveloppement asymptotique des produits partiels d f un 
produit infini. 

On sait (Top. gen., chap. V, § 4, n° 3) que, pour que le produit 
infini de facteur general 1 + «n (#n > - 1) soit convergent (resp. 
commutativement convergent), il faut et il suffit que la s6rie 
de terme g6n6ral log(l -j- tin) soit convergente (resp. commutative¬ 
ment convergente), et que l’on a alors la relation 

co GO 

log P (1 + it.) = S log (1 + Un). 

n= 1 n=l 

Lorsque le produit infini est convergent, on sait que Un tend 
vers 0 ; on a done log (1 -j- Un) ~ ; or, on sait que, pour qu’une 

s6rie de nombres r6els soit commutativement convergente, il faut 
et il suffit qu’elle soit absolument convergente (Top. gin., chap. IV, 
§ 7, prop. 5) ; en vertu de la prop. 1, on retrouve ainsi que, pour 
que le produit de facteur general 1 + Un soit commutativement 
convergent, il faut et il suffit que la s6rie de terme g6n6ral u* soit 
absolument convergente (Top. gin., chap. IV,§ 7, th. 4). 

Un raisonnement analogue s’applique 4 un produit infini de 
facteur general complexe 1 + u n (Un 1)* En effet, pour qu’un 
tel produit soit commutativement convergent, il faut et il suffit 
(Top. gin., chap. VIII, § 3, prop. 2) que le produit infini de facteur 
g6n6ral 11 + Un | le soit, et en outre, si 0 „ est Pamplitude de 1 + ii * 
(comprise entre — ic et -f- ^), que la serie des 0„ soit commutative¬ 
ment convergente. Gomme Un tend alors vers 0, log(l + u»») est 
d£fini 4 partir d’une certaine valeur de n(chap. Ill, § 1, n°7) etona 

log (1 + Un) = log | 1 4- Un | + W* '» 
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done, pour que le produit de facteur general 1 + « n soit comrau- 
tativement convergent, il faut et il suffit que la s6rie de terme gene¬ 
ral |log(l + Un) | soit absolumentconvergente(7 1 op. gen., chap. VII, 
§ 3, th. 1); or log(l -f u n ) ~ Un (chap. I, § 2, n° 3, prop. 5), done 
on retrouve la condition que la serie de terme general u n soit abso- 
lument convergente (Top. gen., chap. VIII, § 3, n° 2, th. 1). 


La relation entre produits infinis et series de nombres reels 
permet parfois d’obtenir un d6veloppement asymptotique du pro- 


n 


duit partiel p n = II (1 + ***); il suffit d’avoir un d6veloppement 

It — I 


n 


asymptotique de la somme partielle s n = 2 log (1 -f- u t ), puis de 


k =1 


d6velopper p n = exp (s n ) ; on est done ramene a deux probl^mes 
examines ant6rieurement (n° 2 et § 2, n° 4). 


Exemple : formule de Stirling. — Gherchons un develop- 
pement asymptotique de n 1 ; on est ramen6 a d4velopper 


n 


Sn = 2^ log p, puis exp(s n ). La m^thode du n° 2 donne sue- 


cessivement 


n 

s n = 23 log p ~ J log tdt=n log n - n -f- 1 


puis 


log 


n - ( log t dt = log n - ( n log n-(n - 1) log (»- 1) - 1) ~ A 
t/n -1 Zn 


d’ofi 


1 


s n — n log n - n + ^ log n + o(log n). 


On a ensuite 


log 


C n 1 

n ~ I lo gtdt-K (log n - log ( n - 1)) ~ - 

J n—1 ^ 


Yin 2 


d’ou 


s n n log n n -f ^ log n -f- k + -f- o x (k constante) 


et on en tire finalement (§ 2, n° 4) 


n\ = e*/i 


n + l 


Se ""( 1 + it + 0 »©} 


(5) 
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Nous d^montrerons au chap. VII qu’on a e k = \j2tt. La formule (5) 
(avec cette valeur de k) est dite formule de Stirling. De la meme 
manure, pour tout nombre r£el a distinct d’un entier >0, on 
d^montre que 

(6) (a -f l)(a-f 2). „ .(a 4- n) ~ K(a)n + +2 e _n . 

Nous determinerons egalement la fonction K(a) au chap. VII. Des 
formules (5) et (6) on tire en particular 

< 7 > {n 

pour tout nombre reel a distinct d’un entier > 0, o(a) etant une 
fonction de a qui sera pr£cis£e au chap. VII. 


j ~ (- l)"cp(a)w a_1 


4. Application : criteres de convergence de seconde espece 
pour les series a termes positifs. 

On rencontre assez souverit des series (a*), pour lesquelles u H > 0 
a partir d’un certain rang, et a un developpement asymp- 

Un 

totique facile a determiner. II est commode, pour de telles series, 
d’avoir des crit&res (dits criteres de seconde espece) permettant de 
determiner si la s£rie est convergente d’apr£s le seul aspect de 

Un tel critere est le suivant : 

Hu 


Proposition 7 (« critere de Raabe »). — Soit ( u^) une sirie d 
termes > 0 a partir d'un certain rang. Si, a partir d'un certain rang , 

1 -- pour un a> 1, la serie (u^) est convergente ; si , d 

U 1. 

partir d'un certain rang , ^ 1 —, la serie (Un) a une somme 

Ujx Tl 

it 

En effet, si —— ^1 — avec a> 1, pour tout n^n^, on a 

Un n 

0r ’ on a log (* - 7,)= 

d’o& log p n — - a log n -f- k -f (k constante), et p n ~ ; 

comme a> 1, le critere logarithmique d’ordre 0 permet de con- 
clure. 
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Si au contraire —— ^ 1 — a partir d’un certain rang, le merae 

lln Tl 

calcul prouve que Un >= d’oii la proposition. 

TV 

On demontrerait de la meme maniere, en utilisant les crit4res 
logarithmiques d’ordre > 0, le critere de seconde espece suivant : 

Proposition 8. — Soil (Un) une serie a termes > 0 a partir d'un 
certain rang. Si, a partir (Tun certain rang, on a 

1 __-_ 

iin n n.l^ri) 

_1_ a 

n.l^n ). l^ri).. .lp-i(n) n. li{n). l^{n ).. .l P {n) 

pour un<x> 1, la serie ( u H ) est convergente ; si, a partir d'un certain 
rang, on a 

^ i _ 1 __1_ 1 

Un ^ n n.l^ri) n.liW.ltin).. .l p (n) 

la serie ( u n ) a une somme infinie. 


Exemple. — Considerons la serie hyper geo metrique, de terme 
general 

= g ( a + !).. .(a -f n- l)P(j3 + 1 ).. .(ft 4 . ro - 1 ) 

1.2... w. y(y + 1)... (y 4- n- \) 

ou, a, p, y sont des nombres r 6 els quelconques, differents des 
entiers 0 ; il est clair que Un est >04 partir d’un certain rang, 
ou << 0 4 partir d’un certain rang. On a 


m»+i _ (<* + w)((3 + n ) 

Un {n -+- 1) (y + n) 


-( 


= (1 + 


a 4- P 


n 


+ 




-1 


= 1 , g +P-Y-l ■ *P-(*+P)(y+1) + Y 2 + y+1 

t - -r n2 + 


n 




Le critere de Raabe montre done que la s 6 rie est convergente 

pour a -}- (3 < y, et a une somme infinie pour a -f- £ > Y ; lorsque 

a + P = T, la s 6 rie a encore une somme infinie, comme le montre 
la prop. 8 . 

Remarques. — 1 ) Comme cas particular du critere de Raabe, 
on voit que si lim.sup < 1 , la serie ( Un ) est convergente ; 


si au contraire lim.inf —^> 1 , la serie a une somme infinie 

n—>-00 Un 

{critere de d' Alembert). 
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2) Les critEres de seconde espEce ne peuvent s’appliquer qu’E 
des series dont le terme general se comporte de fa$on trEs rEgu- 
liere lorsque n tend vers -f- oo ; autrement dit, leur champ d’ap- 
{ plication est bien plus restreint que celui des entires logarith- 
miques, et ce serait une maladresse que de vouloir les utiliser en 
dehors des cas speciaux auxquels ils sont particulierement adaptes. 
Par exemple, pour la serie (w n ) definie par U 2 m = 2 _m , U 2 m+i = 3“**, 

0na ^ = \ 3 ) = ' le P remier de ces ra PP° rt3 

tend vers 0 et le second vers + oo lorsque m croit indEfiniment, 
done aucun critere de seconde espece n’est applicable ; cependant, 
comme u n ^ 2~ n/2 , il est immediat que la serie est convergente. 

Meme lorsque a une expression simple, une Evaluation 

directe d’une partie principale de Un conduit souvent au rEsultat 
aussi vite que les critEres de seconde espece. Par exemple, pour la 
serie hypergeometrique, la formule de Stirling montre aussitot que 
iin ~ ari* +t r_1 , oil a est une constante ^ 0, et le critEre loga- 
rithmique d’ordre 0 est par suite applicable. 


Exercices. — 1) Si la serie de terme gEnEral Un^> 0 est con¬ 
vergente, il en est de meme de la serie de terme gEnEral \/Uniin+i. 
La reciproque est inexacte en general ; elle est vraie si la suite ( Un ) 
est dEcroissante. 

2) Soit ( p n ) une suite croissante de nombres >0, tendant 
vers -f- oo. 

a) Si le rapport tend vers 1 lorsque n croit indEfiniment, 

pn-1 

montrer qu’on a 



pour p > - 1 


(appliquer la prop. 2). 

Pn 

b) Sans hypothEse sur le rapport montrer que la sErie 

Pn -1 

de terme gEnEral ——a toujours une somme infinie (distinguer 

Pn 


deux cas suivant que tend ou non vers 1). 

pi |—1 

c) Montrer que, pour p > 0, la sErie de terme gEnEral 


Pn ~ Pn- 


PnPn -1 

est convergente /comparer alasErie de terme gEnEral — -—V 

V Pn—1 P ? J 
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3) Montrer que, pour toute serie convergente ( Un) a termes > 0, 
il existe une serie {v n ) de somme infinie, a termes > 0, telle que 
limlinf v n lu n — 0. 


n 


co 


4) Soit («n) une suite decroissante de nombres > 0 ; s’il existe 
un entier k tel que ku/cn ^ u n quel que soit n a partir d’un certain 
rang, la serie de terme general u„ a une somme infinie. 

5) Soit ( u n ) une serie a termes >0a partir d’un certain rang. 

Montrer que si lim.sup la serie (un) est convergente, 

n-> <x> \ “» / e 

et que si lim.inf ^ , la serie a une somme infinie. 

n—>co V Kn J ^ e' 

6 ) Soit ( tin ) une serie a termes reels ^ 0, tels que lim u n — 0. 


n 


oo 


Montrer que, s’il existe un nombre r tel que 0 < r < 1 et qu’4 




Un 


partir d’une certaine valeur de n, on ait - 1 ^ r, la 

serie ( Un ) est convergente. 

7) Soit ( Un) une serie convergente & termes > 0. 

a) Montrer que 


lim 

rc—> co 


Ui -f" -j- • • • + Min 


n 


= 0 . 


b) Montrer que 


( 


y] Ml -j- 2u2 -{-••• -f~ flUn 

n=l n{n+ 1) 

1 1 


OO 

S Un 
n = 1 


6 crire — r—rr — - 

n(n +1) n n -f 1 

c) D6duire de a) et b), que l’on a 

lim n(mu 2 ... Un) 1 ,n 


= 0 


n 


CO 


et 


2 (a l maa. ■. Un ) 1M 


OO 

n = 1 


n = l n - j- 1 

(appliquer 1’inegalite (8) du chap. Ill, § 1). 

If 8) a) Soit {zn) une suite de nombres complexes. Montrer que 

si les series de terme general z n , z n ,..., z q ~ x , \ z n \ q sont conver- 
gentes, le produit infini de facteur general 1 -J - Zn est convergent. 
b) Si Zn est reel et si la serie de terme general Zn est convergente, 

le produit infini de facteur general 1 -{- z n est convergent si la 
serie de terme general zb est convergente, et on a 


OO 


P (i+*,)=<) 


OO 


SI 


n = l 


Zn — 4“ OO • 

n = 1 
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c) Pour tout entier p, on pose 


p-l 


K = [log log pi hp = .2 ki, cu p = 2 Ti/kj,. 

On definit de la fapon suivante la suite (Zn) de nombres com- 

gmiWp 

plexes : pour n — h p + m } 0 ^ m k p - 1 , on pose z n = ^ ^ 

Montrer que pour tout entier q > 0, la s 6 rie de terme general z& est 
convergente, mais que le produit de facteur general 1 -f Zn n’est 
pas convergent. 

9) a) Demontrer, a l’aide de la formule de Stirling, que le 

n i 

S jh 

(— 1 )* TTt dans 
h = 0 rC I 

I’intervalle ( 0 , -(- oo(, tend vers 0 avec 1/n. 

b) En deduire, par recurrence sur l’entier p, que pour tout e > 0, 
il existe un polynome g[x) tel que | e~T> x - e~ x g{x) \ e pour tout x ^ 0 

(remplacer x par pxf2 dans a), et utiliser l’hypoth&se de recur¬ 
rence appliqu^e k e~^- 1)xl2 ). 

10) Pour tout nombre a ;> 0, demontrer la formule 


! an -f 2 an -f- n an 


n 


an 


nsJ 


1 - e -a 

lorsque n tend vers -f- co. 

If 11) Pour tout nombre a > 0, demontrer la formule 


a a a 


a log n 


lorsque wtend vers -f- oo \ comparer chaque terme (pi) 


_ a _^\ 
n kn n ) 
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CORPS DE HARDY. FONCTIONS (H) 


1 . Corps de Hardy. 

Soit ^ la base de filtre sur R constitute par les intervalles de la 
forme (z 0 , + co(. Rappelons que, dans l’ensemble des 

fonctions numeriques definies dans des parties appartenant a fj, 
nous avons defini la relation d’equivalence R^ : « il existe un 
ensemble Meg 1 tel que f(x) = g{x) dans M » (§ 1, n° 1), et que 
l’ensemble quotient RJ/R^ est muni d’une structure d 'an- 

neau ayant un element unite. 

Definition 1. — Etant donne un sous-ensemble, & de ^(fj, R), 
on dit que ^/R a (image canonique de & dans 26(f$r, RJ/R^) est 
un corps de Hardy, si & satis fait aux conditions suiv antes : 

1° ^/R,,, est un sous-corps de Vanneau RJ/R^. 

2° Toute fonction de $ est continue et derivable dans un inter- 
valle (a,-}-oo( (dependant de la fonction), et la classe suivant 
de sa derivee appartient a ^/R w . 

L’hypothese que ^/R^ est un corps equivaut aux conditions 
suivantes : si f e et g e f -f- getfg sont egales a des fonctions 
de^ dans un ensemble de ; en outre, si /’n’est pas identiquement 
nulle dans un ensemble de fj?, il existe un ensemble M de dans le- 
quel f ne s'annule pas , 1 If etant egale a une fonction de $ dans M ; 
d’aprts la condition 2°, on peut toujours supposer M pris tel que/* 
soit continue dans M, et par suite garde un signe constant dans cet 
intervalle. 

Par abus de langage, si & est tel que ^/R M soit un corps de 
Hardy, nous dirons dans ce qui suit que $ lui-meme est un corps 
de Hardy. 

Exemples. — 1) Tout corps de Hardy contient le corps des 



108 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 


chap, v, App. 


constantes rationnelles (plus petit corps de caract^ristique 0 , cf. 
Alg., chap. V, § 1), qu’on peut identifier au corps Q ; d’ailleurs, 
comme deux constantes ne sont congrues modulo R OT que si elles 
sont egales, Q/R^ estidentique a Q. Les constantes rtelles forment 
aussi un corps de Hardy, qu’on peut identifier a R. 

2) Un exemple plus important de corps de Hardy est Vensemble 
des fonctions rationnelles a coefficients reels , que nous noterons 
R(z) par abus de langage ; si f(x) = p{x)/q(x) est une fonction ra- 
tionnelle a coeflicients r 6 els, non identiquement nulle, elle est 
continue, derivable et ^ 0 dans l’intervalle (a, -j- oo (, ou a est stricte- 
ment superieur a la plus grande des racines reelles des polynomes 
p(x) et q(x) ; done tout element de R(a;)/R 0O autre que 0 est inver- 
sible. On notera encore que deux fonctions rationnelles ne peuvent 
etre congrues modulo R M que si elles sont egales, done R(x)/R 00 
peut encore etre identifie a R(x). 


2 . Extension d’un corps de Hardy . 

fitant donn 6 un corps de Hardy nous allons voir comment on 
peut former de nouveaux corps de Hardy tels que ^7R W 

s’obtienne par adjonction a ^/R M (au sens algebrique du terme, 
cf. Alg., chap. V, § 2) de nouveaux Elements, d’une forme que nous 
allons pr 6 ciser. 


Lemme 1.— Soient a(x ), b{x) des fonctions numtriques continues 
et ne changeant pas de signe dans un intervalle (a^, -j- oo(. Si , dans 
cet intervalle , la fonction y(x) est continue et derivable et vtrifie 
V identity 

( 1 ) y' = ay + b 

il existe un intervalle (a^, + oo( dans lequel y ne change pas de signe. 
En effet, posons z(x) = y(x) exp(- I a(t)dt) (cf. chap. IV, § 2, 

Jx Q 

n° 4); on a, d’apres (1), z'(x) = b(x) exp(- C a(t)dt). Si b(x) > 0 

Jx* 

pour x ^ x 0 , z est croissante dans cet intervalle, done, ou bien est 
< 0 dans tout l’intervalle, ou bien est nulle dans un intervalle 
(*i> -f co(, ou bien est > 0 dans un intervalle (a^, -f* co(; comme 
y a le meme signe que z , la proposition est demontrGe dans ce cas. 
Raisonnement analogue si 6(a;) ^ 0 pour x ^ a*. 
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Remarque. — Cette propriety si elementaire ne s’etend pas aux 
equations differentielles lineaires d’ordre >» 1 ; par exemple, la 
fonction y = sin x satisfait a y" + y = 0 , mais change de signe 
dans tout voisinage de + go . 

Lemme 2. — Soient a{x) et b{x) deux fonctions appartenant a un 
meme corps de Hardy y{x) une fonction satisfaisant a Videntite (1) 
dans un intervalle (a; 0 , + co( ou a et b sont definies et continues. 
Si p{u) est un polynome par rapport a u, dont les coefficients sont 
des fonctions de x appartenant a definies et derivables dans 
( x Q , + co(, it existe un intervalle (a^, -f- oo(, dans lequel la fonction p{y) 
ne change pas de signe. 

La proposition est triviale si p(u) a ses coefficients identiquement 
nuls dans (x 0 , -f co(, ou si p(u) est de degre 0 par rapport a w, 
puisqu’une fonction de $ garde un signe constant dans un inter¬ 
valle (#!, + co(. Supposons que p(u) soit de degre n>0; le 
coefficient dominant c de p{u) est alors ^ 0 dans un intervalle 

(a, -f co( ; on peut done ecrire p{u) = c(u n + c x u n_1 - \- c n ) 

ofi c, Cj, c 2 ,..., c n sont des fonctions appartenant a$ et derivables 
dans (a, -f co(; il suffit done de demontrer le lemme pour c = 1 . 
Raisonnons alors par recurrence sur n ; on a 

^ (/>(*/)) = (ay + &)( ny^ + (n - l )^"- 2 -\ -b c*-i) 

+ cl ?/”' 1 H-f- c^ = na. p(y) -f q(y) 

ou q(u) est un polynome de degre < n - 1 , a coefficients dans 
Par hypothdse, les fonctions na(x) et q{y{x)) ne changent pas de 
signe dans un intervalle (/3, -f oo( ; le lemme est done une conse¬ 
quence du lemme 1. 

Theoreme 1. — Soient a(x) et b(x) deux fonctions appartenant a 
un meme corps de Hardy y(x) une fonction satisfaisant d (1) 
dans un intervalle (# 0 , -j- Lorsque r(w) = p{u)jq(u) parcourt 
Vensemble des fractions rationnelles en u a coefficients dans & telles 
que q(y) ne soit pas identiquement nulle dans un voisinage de -b oo, 

Vensemble ®{y) des fonctions r{y) forme un corps de Hardy. 

En effet, d’apres le lemme 2, il existe un intervalle (a^, + oo( 
dans lequel r{y) est definie, continue et ne change pas de signe, d’ou 
resulte aussitot que $(y)/ est bien un corps; d’autre part, comme 

^ ( r{y)) = r'(y)y' = r\y)(ay + b) 
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(Oil r'(y) = (p'(y)q[y) - p(y)q'(y))Kq(y))* est d^finie par hypothfese 
dans un voisinage de + oo), la derivee de toute fonction de ft(y) 
appartient a £?(?/), ce qui prouve que ®(y) satisfait aux conditions 
de la def. 1. 

II est clair que s’obtient par adjonction alg^brique 4 

t/R* de la classe de y modulo R^. On dit encore que 
s’obtient par adjonction de y a 

Corollaire 1. — Si y est une fonction de non identiquement 
nulle dans un voisinage de + co, $(log |y|) est un corps de Hardy. 

En effet, (log | y |)' = y'/y est egale a une fonction de $ dans un 
intervalle (x 0 , + 00 (• 

Corollaire 2. — Si y est une fonction quelconque de $(e y ) 
est un corps de Hardy. 

En effet, (e y )' = e v y\ et y' est egale a une fonction de dans 
un intervalle (x 0 , + co (. 

Corollaire 3. — Si ® contient les constantes reelles , et si y est 
une fonction de ^ non identiquement nulle dans un voisinage de + co, 
$(|?/| a ) es t un corps de Hardy pour tout nombre reel x. 

En effet, ^ (|y| a ) = |y| a {zy'/y), et ay'jy est egale a une fonction 
de dans un intervalle (a; 0 , -f oo(. 

Notons enfin que si y est une primitive d’une fonction quel¬ 
conque de ,<R, $(y) est encore un corps de Hardy. 

3. Comparaison des fonctions d’un corps de Hardy. 

Proposition 1. —Deux fonctions appartenant a un meme corps 
de Hardy sont comparables d'ordre quelconque (§ 3, n° 4). 

En effet, si f appartient a un corps de Hardy pour tout en- 
tier n > 0, il existe un intervalle (a; 0 , -f co( dans lequel f est 
n fois derivable, sa derivee rc-eme etant egale a une fonction de $ 
dans cet intervalle. II suflit done de montrer que deux fonctions 
quelconques /*, g de A? sont comparables. C’est evident si l’une 
d’elles est identiquement nulle dans un voisinage de + co ; on 
peut done se borner au cas ou elles sont toutes deux strictement 
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positives dans un voisinage de oo. Mais alors, pour tout nombre 
r6el £, f - tg est egale a une fonction de ft dans un voisinage de 
+ co, done garde un signe constant dans un voisinage de + oo, 
ce qui demontre la proposition (§ 1, prop. 9). 


On deduit d’abord de cette proposition que, si un corps de Hardy 
$ contient les constantes reelles (ce que nous supposerons toujours 
par la suite), et si f et g sont deux fonctions quelconques de 
deux quelconques des fonctions e f , log | f\, log | g |, |/*| a , |g| a 

(a reel quelconque), f f, j g (a reel quelconque dans un intervalle 

J a J a 

(a: 0 , -foo( ou f et g sont reglees) sont comparables (lorsqu’elles 
sont definies) ; en effet, deux quelconques de ces fonctions appar- 

tiennent a un meme corps de Hardy obtenu en les adjoignant suc- 
cessivement a 

De meme, toute fonction f(x) d’un corps de Hardy $ est compa¬ 
rable a x, car x et f(x) appartiennent au corps de Hardy ®(x) 
obtenu en adjoignant x a On en conclut done (en particular) 

que f est comparable d’ordre quelconque a toute puissance a: 3 , 
ainsi qu’a log x et a e c . 

On voit aussi que, si f et g appartiennent a un meme corps de 
Hardy si g(x) > 0 dans un intervalle (x 0 , + oo(, et si g(x) tend 
vers 0 ou vers + oo lorsque x tend vers -f-co ? Vordre de f par rap¬ 
port a g (§ 1, n° 3) est toujours d^fini. 

La prop. 8 du § 3 est done applicable a toute fonction f d’un 
corps de Hardy, et prouve que : 


1 ° si f est d’ordre + co par rapport a x, f f(t)dt~(f(x)) 2 /f'(x). 

J a 

2 ° si f est d’ordrey. > - 1 par rapport ax, f f(t)dt ~ —— x f(x) 

Ja y + 1 

3° si f est d’ordrey < -1 par rapport a x, f +C °f(t)dt ~ - — xf(x). 

J x y +1 

4° si f est d’ordre - co par rapport a x,J + f(t)dt ~ - (f(x)fjf'(x). 
On a en outre la proposition suivante : 


Proposition 2. — Soit f une fonction appartenant a un corps de 
Hardy 
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1° Si f est d'ordre infini par rapport d x, on a, pour tout entier 
n > 0 , 

m m, x) „ W. 

( 2 ) r w (/( X ))"-i 

2° Si f est d'ordre fini p. par rapport a x, on a, pour tout n > 0, 
.. , t J(x) >-!).. >-n + l )(/W 


sauf si a e/tfier 0 et n> p.. 

lo Si / est d’ordre infini par rapport ax, on a log |/*|>logx, 
done, puisque log | f | et logx sont comparables d’ordre quelconque, 

C > -. Posons g = f'lf ; comme g est egale a une fonction de $ 

f x 

1 ^ 

dans un voisinage de + co, on deduit de - <C x, qne — <C 1 , et par 

6 o 

suite £ <C g = °u encore fg' < gf. De la relation f = fg, on 

g t 

deduit en derivant 


1" = fg' + gf' ~ gf' 


on encore L Le meme raisonnement, applique 4 f (n) au 

' V 

lieu de f , montre, par recurrence sur n, que pnj ~ y ; d’ofi 
la relation ( 2 ). 

2° Si f est d’ordre fini p. par rapport a x et si p. ^ 0, on a 

fix) 

\og\f\~p logx, d’ou, en derivant, f'(x) ; on en deduit que 

f est d’ordre p - 1 par rapport a x, ce qui permet d’appliquer le 
meme raisonnement par recurrence sur n tant que p ^ n, d’ou 
la formule ( 3 ) lorsque p n’est pas un entier > 0 et < n. 


Lorsque / est d’ordre entier p ^ 0 par rapport 4 x, on peut 
ecrire f(x) = xr/^x), oil f x est d’ordre 0 par rapport a x. D’aprfcs 
la prop. 2 , on a 

f p) ~ P 1 fv 


Pour evaluer les derivees d’ordre n > p, on peut done se borner 

/'(x) 1 

au cas ou p = 0. Alors, on a log|/|<log x, d’ouy^y<-> 


autrement dit x/'(x) < /(x) ; si / n’est pas equivalente 4 une 
constante on a, en derivant cette relation (§ 3, prop. 7), 

xf"(x) -f f{x) < /'(x), ce qui signifie que x/"(x) ~ - /'(x). Tenant 
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compte de cette formule, on voit par recurrence sur n que /(*) est 
d’ordre - n par rapport a x, et que 


(4) 


f n \x) ~ (- l)»-i(/i - 1 )! 


m 


x n 


-1 


Si / est equivalente a une constante k = 0, on a f(x) = k + f„(x) 
avec / 2 1, et on est ramene a etudier les derivees de / 2 . 

4. Fonctions (H). 

Proposition 3. Si &t 0 est un corps de Hardy, il existe un corps 
de Hardy contenant et tel que, pour toute fonction z e non 
identiquement nulle dans un voisinage de -f co, e* et log J z | appar- 
tiennent a a. 

Designons par it l’ensemble des fonctions R) ayant les 

propriety suivantes : pour chaque fonction /eJJ il existe un 
nombre fini de corps de Hardy ff,, . . ,ff n (le nombre n et les 
corps dependant de f) tels que f e et que, pour 0 < i< n - 1 , 
on ait $t ui = ®i(u ui ), oil u itl est egale, soit a e=<, soit a log |z(|, 
2 , appartenant a iti et n’etant pas identiquement nulle au voi¬ 
sinage de + co. On dit que Ui, . . ., «„ forment une suite de defi¬ 
nition du corps et de la fonction f ; une meme fonction fe® 
peut naturellement admettre plusieurs suites de definition. 

D’apres la def. 1, toute fonction f e ®, non identiquement nulle 
dans un voisinage de + co, garde un signe constant et est derivable 
dans un interval (* 0 , + co(;sife l/f et f sont egales a des 
fonctions de done a des fonctions de it, dans un voisinage de 
+ co. Pour voir que ® est un corps de Hardy, il suffit done de 
prouver que sifetg sont deux fonctions de it, f - g et fg sont egales 
a des fonctions de it dans un voisinage de + oo. Or soit u^,..., u 
une suite de definition de f, o lt p*.... une suite de definition de g. 
La suite u m , v lt v 2 ,...,v n obtenue par juxtaposition des 

suites (ut) et («,) est encore une suite de definition d’un corps de 
Hardyet ce corps contient fe t g, done f-getfg sont egales 
a des fonctions de $ m+n dans un voisinage de -f oo. 


On dira que le corps de Hardy it defini dans la demonstration 
de la prop. 3 est Vextension (H) du corps de Hardy ^ 0 . 

Si est un autre corps de Hardy possedant les propriety 
enoncees dans la prop. 3, il resulte de la construction de ® que 

Bourbaki XII. — 8 
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est contenti dans Par abus de langage, on peut. 

done dire que l’extension (H) d’un corps de Hardy est le 
plus petit corps de Hardy ^ ayant les propriety enonc£es dans 
la prop. 3. 

Definition 2. — Onappellecorpsdes fonctions (H) Vextension (H) 
du corps de Hardy R(x) des fonctions rationnelles a coefficients reels. 
Toute fonction appartenant a cette extension est dite fonction (H). 

D’apres cette definition, si f est une fonction (H) non identique- 
ment nulle dans un voisinage de + co, e f et log | f\ sont aussi des 
fonctions (H). Plus g6neralement, si g est une seconde fonction (H), 
iii, m 2i . .Un une suite de definition de g, et si f{x) tend vers 4- co 
avec x , on voit par recurrence sur n que les fonctions composees 
Wi° f, u 2 o u n of et gof sont des fonctions (H). 


5. Exponentielles et logarithmes iteres. 


Nous avons deja (§ 3, n° 2) defini les logarithmes iteris ln(x) par 
les conditions l 0 {x) = x, ln(x) = log(J„_i(:r)) pour 1. On d6- 
finit de meme les exponentielles iterees e n (x) par les conditions 
e 0 (x) = x, e n (x) = exp (e^x)) pour n > 1 . II est immediat, par recur¬ 
rence sur n, que l n (x) est la fonction r£ciproque de e n (x ), definie 
pour x > e„_i(0), et que e m (e n (x)) = e m+n (x ), l m (ln(x)) — lm+n(x). En 
vertu des relations log x <C x [i <C e 1 pour tout u > 0 , on a, 
pour n ^ 1 

(5) ln(x) < (In-i(x))* pour tout u > 0 

( 6 ) e„_ 1 (x 1 + ?) < e„(x'S) < a„((l -y)x) « (e n (x))^ 

<e n ((l + a )x)<e„(x l +?) 


pour p. >0, a>0, /3 > 0, 0<7<1,0<5< 1, ces nombres 6tant 
par ailleurs quelconques (cf. § 1, prop. 10). 

Nous avons deja vu (§ 3, n° 2) que, pour « ^ 1, on a 



n-1 

, (Ux))= n ,,, 

dx i=o li(x) 


d 


1 


On a de meme pour n 1 


A 

dx 


n 


(«-.(*)) = n e,(x) 


1 = 1 


( 8 ) 
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d’ou, en vertu de la prop. 8 du § 3, pour tout p. > 0 

(9) f J e,,(i')dt ~ ? e n (x'‘) II -J— 

Ja 1=0 e,(x“) 

do) r + ”^L^ri_i_. 

Jx e„(£ ,a ) , w *=° e^x^ 1 ) 

On peut montrer que si / est une fonction (H) quelconque telle 
que / > 1 , il existe deux entiers metre tels que 

L(x) < f(x) < e n {x) 

(exerc. 1 et 5). Par contre, on peut defmir des fonctions crois- 

santes g(x) (qui ne sent plus des fonctions (H)) telles que g(x) > e n (x) 

pour tout n > 0 , ou 1 < g(x) < l m (x) pour tout m> 0 (exerc. 8 , 
9 et 10). ’ 

A l’aide des logarithmes iteres, nous allons montrer qu’on peut 
definir une echelle de comparaison (pour x tendant vers + oo) 

g form6e de fonctions (H), qui sont > 0 dans un voisinage de + oo 
et satisfont aux conditions suivantes : 

a) le produit de deux fonctions quelconques de 8 appartient a $; 

b) pour toute fonction f e 8 et tout nombre reel ^ peg; 

c) pour toute fonction /'eg, log f est combinaison lin^aire d’un 
nombre fini de fonctions de 8 ; 

d) pour toute fonction f e g autre que laconstante 1 , e! est equi- 
valente a une fonction de 8 . 

^Considerons d’abord l’ensemble 8 0 des fonctions de la forme 

OU les a* sont des nombres r^els, nuls sauf pour 

un nombre fmi d’indices m ; il est imm 6 diat, d’apres ( 5 ), que ces 
fonctions forment une echelle de comparaison qui satisfait aux 
conditions a), b ) et c). Definissons ensuite par recurrence sur n 
1 ensemble 8 . (pour n > 1 ) comme forme de la constante 1 et des 

fonctions de la forme exp(ou p est un entier > 0 arbi- 

traire,/i (l<A<p) des fonctions de 8 w telles que/•.>/.>. ..>/■ vi 
et les a t des nombres reels * 0 ; montrons par recurrence quef’ 
est une echelle de comparaison satisfaisant aux conditions a) b 
et c) et contenant g„_„ En premier lieu, la relation c g„ est 
vraie pour n = 1 , car le logarithme d’une fonction non cons- 
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P 

tante de 8 0 est de la forme a k f k , oh les f k sont des logarithmes 

/c = 1 

iter 6 s, done > 1 ; d’autre part, si 8 n _ 2 c 8 n _ 1? on deduit de la 
definition de 8 n que 6 n-ic 8 „ ; cette definition montre en 
outre que 8 n satisfait a a), 6 ) et c). Reste a voir que 8 „ est une 
echelle de comparaison : comme le quotient de deux fonctions 
de 8 n appartient encore a 8 n , il suftit de prouver qu’une fonction f 
de 8 „ autre que la constante 1 , ne peut etre equivalente a une 

constante ^ 0. Or on a log f = 2 a k f k ~ Oj/i par construction, 

k = 1 

et comme /i >* 1 , log f tend vers d= oo, done f tend vers 0 ou vers 
oo lorsque x tend vers oo. 

Cela etant, si 8 est la reunion des 8 „ pour n > 0, 8 est une 
echelle de comparaison, car deux fonctions de 8 appartiennent 
a une meme echelle 8 „ ; pour la meme raison, 8 satisfait a a), et 
il est clair qu’elle satisfait aussi a b) et c). Enfin, si f e 8 , il existe 
n tel que f e 8 „ ; si f n’est pas la constante 1 , f{x) tend vers 0 ou 
vers -j- oo lorsque x tend vers + oo ; dans le premier cas, e 1 ~ 1, 
et dans le second, e f appartient a 8 ^ par definition, done a 8 . 


Remarque. — Malgr 6 l’utilite pratique de l’echelle 8 que nous 
venons de definir, il est facile de donner des exemples de fonctions 
(H) qui n'ont pas de partie principale par rapport a 8 . En effet, 
si f est une fonction (H) telle que f ~ ag , oh a est une constante 
> 0 et g e 8 , log /* - log g - log a tend vers 0 avec 1 /x, done log f 
admet, relativement a 8 , un developpement asymptotique dont 
le reste tend vers 0, en vertu de la propri^te c). Or, si on con- 


sid^re par exemple la fonction (H) f(x) = e 2 (x + on 


a 


log f(x) = exp 



done les d 6 veloppements asymptotiques 


de log f par rapport 4 8 sont de la forme 


log/W^ + f + jj| 



(rentier > 0 ). 


Il est clair que le reste de ce developpement est equivalent a 
1 e* 

- -m done ne tend pas vers 0. Par suite, f n’a pas de 

(n + 1)1 * 

partie principale par rapport a 8 . 
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6. Fonction reciproque d’une fonction (H). 

Si f est une fonction (H), f est monotone et continue dans un 
intervalle (j 0 , -f co(, done la fonction reciproque 9 de la restric¬ 
tion de f a cet intervalle est monotone et continue au voisinage 
du point a — lim f(x) ; mais, si a est egal a + oo (resp. - oo, 

X—>-\-co 

fini), on peut montrer que 9 ( 2 /) ^resp. <p(- ?/), 9^1 -f- ^ ou 9 

n'est pas en general egale a une fonction (H) au voisinage de -f- 00 . 
Toutefois, nous allons voir que, dans certains cas impor- 

tants, on peut obtenir une fonction (H) tquivalente a 9 ( 2 /) ^resp. 

<r(-y), < f( a + ^)> ?(«~)) et meme parfois un developpement 

asymptotique de cette fonction par rapport a l’gchelle £ d 6 finie 
au n° 5. 

Nous utiliserons la proposition suivante : 


Proposition 4. — Soient p et q deux fonctions (H) strictement 
positives dans un intervalle (x 0 , -f 00 (. 

10 Si q<j n °n a p{x + q(x)) ~ p{x). 


2° Si on a a la fois q < £ et q(x) <C x, on a p(x - q(x)) ~ p(x). 

Les deux parties de la proposition sont evidentes si p ~ k 
(constante ^ 0 ) ; on peut done supposer p(x) < 1 (sinon on rai- 
sonnerait sur 1/p). On en dSduit p'(x) < 1. 

1° On peut Scrire p(x + q(x)) = p(x) + q(x)p'(x + 9q(x)) avec 
0<&< 1 (chap. I, § 2, cor. de la prop. 1). Comme \p'(x) \ tend 
vers 0 lorsque x tend vers + 00 , et est egale a une fonction (H) dans 
un voisinage de -f go , elle est d6croissante dans un intervalle 
Oi, + °°(, done, pour x^x u on a \p'(x + 9q(x))\ < \ p’(x) \ ; 
comme qp' «/), on a bien p(x -f q{x)) ~ p(x). 

2° La condition q(x) < x assure que x - q(x) tend vers + 00 
avec x. On a encore p(x - q(x)) = p(x) - q( x )p'( x - 6q(x)) avec 
O<0<1. Le meme raisonnement que dans la premiere partie 
de la demonstration montre que, pour x assez grand, on a 

Tout revient a montrer que 
/ \ P'( x - < 7 ( 2 )) ^ 

q(X ' p(x - q(x)) tend vers 0 lors< J ue x tend vers + oo. La propo- 
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sition est vraie si — >■ 1, car alors 

P 

sante pour x assez grand, done q(x) 


P_ 

P 


est une fonction (H) crois- 


p'(x - q(x)) 
p{x-q{x)) 


<q(x) 


P'(x) 

p{x) 


, et 


on a qp' <C p par hypoth£se. Elle est vraie aussi si — ~ k (k cons- 

tante * 0), car alors P 'j X ~ ?*» ~ ^ 

p(x - q(x)) p{x ) 


puisque x - q(x) tend 


P' 

vers -f-oo. Reste uniquement a examiner le cas ou <C 1. Supposons 
d’abord que p{x) soit d’ordre fini par rapport a x, done (§ 3, prop. 7) 

alors E_ ' 


-•SK 0 " ■ 


O x ( 1), done 


p{x - q{x)) x - q{x) 

«-«?’(* - - » ™ i »»« 
dans ce cas la proposition est vraie sous la seule hypothese q(x) -< x. 

Considerons enfin le cas oil - < ^--4— < 1 ; la fonction r = p'/p 

x pyx) 

est alors d’ordre fini par rapport a x ; comme d’apres la remarque 
pr6c6dente, la prop. 4 est applicable a une telle fonction, on a 

P'(x-q(x)) ^ p'jx) 
p{x~q(x)) p(x) 
la demonstration. 


, et l’hypothese qp' <C p permet alors d’achever 


Remarque. — Les conditions imposees 4 q[x) ne peuvent etre 
ameiiorees, comme le montrent les exemples suivants : 

a) p(x) = e*, q{x) = l = p{x)/p'{x)y p{x 4- q(x)) = e.p{x) 

b) p(x) = log x } q(x) = x - log x < 

p(x - q{x)) = log log x < p{x). 



Nous allons d’abord etudier les fonctions r6ciproques d’un type 
particulier de fonctions (H) : 


Proposition 5. — Soit g une fonction (H) non iquivalente a une 
constante ^ 0 et telle que g(x) x , et soit u[x) la fonction rtciproque 
de x - g(x), definie dans un voisinage de 4- <*>. Soit (Un) la suite 
de fonctions definie , par recurrence sur n, par les conditions u^(x) = x t 
u n (x) = x -f- g(**n-i(£)) pour n^> 1 ; on a «„ >■ 1, et 


(11) 


m(x) - Un(x) ~ g(z)(g'(:r)) n . 
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Posons y = u(x ), y n = u n (x) ; on a done x = y - g(y ), y 0 = a: 
et ?/„ = a: + g(y n+1 ). On en tire d’abord - = 1 - s-*. • comme y 

y y 

tend vers -f- oo avec x, l’hypothese g(x) <C x montre que 
y = u(x) ~ x = y 0 ; en outre, 

y-x= g(y) = g{x) + {y - x)g'(z) 

oil z appartient a l’intervalle d’extremites x, y ; quand x tend 
vers -f- oo, il en est done de meme de z, et comme g(x) <C x, g' <C 1, 
done g'(z) tend vers 0, et on a par suite 

y- x= g(x) + o(y - x) 

d’ou 

(12) u(x) - x ~ g(x). 

Montrons en second lieu, par recurrence sur n, que lorsque x 
tend vers + oo, on a et 



u(x) - Unix) < u{x) - Un-xix). 


En effet, y - y n = giy) - giyn-i) = (y - y n -i)g'{z n -i), oil z n . x 
appartient a l’intervalle d’extremites y et y n . 1 ; d’apres l’hy- 
pothese de recurrence, z n _i tend vers -f oo avec x, done g'iz n . x ) tend 
vers 0, ce qui demontre (13). On deduit de cette relation et de (12) 
que uix) - u^x) < uix) - x~ gix) < x ~ uix), d’ou u n ix) ~ uix) 
et par suite u n > 1. Enfin, la relation uix) - u n ix) < uix) - x 
s’ecrit aussi (m(x) - x) - iu n ix) - x) < uix) - x, d’ou 

(14) Unix) - X ~ uix) - X ~ gix). 


Pour demontrer (11), remarquons d’abord que, si t{x) est une 
fonction telle que tix) - x ~ g(x), on a g'(t(x)) ~ g'ix). En effet, 
quel que soit e > 0, pour x assez grand, g' est monotone, done 
g'Hix)) est comprise entre g'ix + (1 + e)g(z)) et g'ix + (1 - e)gix)). 
La prop. 4 montre done que g'Hix)) ~ g'ix), pourvu qu’on eta- 

a r 

blisse la relation g -< Or, si g est d’ordre infini par rapport 

O 


a s, on a (prop. 2) ^ ~ £ et comme g' « 1 , g < 1 ~ Jt- ; si g 

ob & § 


est d’ordre fini y par rapport a i, on a necessairement y < 1 ; 
si y < i, comme g n’est pas equivalente a une constante ^ 0, les 

p" L. 

formules (3) et (4) montrent que ~ - ik constante ^ 0), d’ou 

g x 
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o' 

encore g<y, \ enfin si p = 1 , g' est d’ordre 0 par rapport a x , 

a" i . 

done **C et par suite on a encore g <yr 

Cela etant, comme z n .i est compris entre y et y^, il resulte 
de (14) que z„_i - x ~ g{x), d’ou g'(z n -i) ~ g'{x) d’apr^s ce qui 
precede ; on a done y - y n ~ {y - y^g'ix), d’ou (11) par recur¬ 
rence sur n. 


Remarques. — 1) Si g est d'ordre <C 1 par rapport d x, la fonc- 
tion u{x) - Un(x) tend vers 0 avec 1 jx des que n est assez grand. 
En effet, dans le cas contraire, on aurait gg' n > 1 pour tout n , 
done g serait d’ordre infini par rapport k 1 jg' ; autrement dit, on 

aurait log | g\ > log | g' |, d’ou en derivant ^ Mais, si g est 


d’ordre u. 


Jt 


1 par rapport k x, on a — ~ lorsque jx = - oo, 

S g 


g M- g S 1 p" 

~ ~ yrj Y lorS( I ue ^ 0 et enfin ^ *< y lorsque p = 0 (n° 3). 

Par contre, si g est d’ordre 1 par rapport k x , on peut avoir 
gg ,n >■ 1 pour tout entier n > 0, comme le montre l’exemple 
g(x) = x/\o g x. 

2) Lorsque g(x) est une fonction (H) equivalente a une cons-, 
tante k ^ 0, on a g{x) = A: -f- g^x), avec g 1 < 1 ; la fonction 
Ui(x) = u(x) - k est fonction reciproque de x - g t (x -f /c), et on 
est ramene au cas traite dans la prop. 5. 


Pour avoir un developpement asymptotique de la fonction u , il 
suflit done d’avoir un tel developpement pour la fonction Un : si 
g admet un developpement asymptotique par rapport a l’echelle 
consideree, on est ainsi ramene (en vertu de la definition des fonc- 
tions (H)) aux problemes examines au § 2. 

Au cas traite dans la prop. 5 se ramene le cas plus general sui- 
vant : la fonction y = u{x) est supposee satisfaire a la relation 

(I 5 ) <f(x) = - g(y) 

ou cp est une fonction (H), p une fonction (H) telle que ^ 1 et 

que la fonction reciproque £ de p soit aussi une fonction (H), et 
g une fonction (H) telle que g -< p. Soit alors v(x) la fonction r6ci- 
proque de x-g{Jj(x))\ on a u = S o*>o<p, et g(S(x)) -< x ; si on 
connait un developpement asymptotique de v gr&ce a la prop. 5, 
on en deduira un developpement asymptotique de u par les pro- 
cedes du § 2. 
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Exemples. — 1) Cherchons un developpement asymptotique 

de la fonction reciproque v(x) de x 5 -j- x (pour x tendant vers -f- oo); 

en posant x 5 = t, on est ramene a chercher un developpement de 

i 

la fonction reciproque u(t) de t -f- t 5 (pour t tendant vers -f* °o ), c’est- 

i 

4-dire a appliquer la prop. 5 au cas ou g{t) = - 1 5 . Calculons par 
exemple ii^t) ; on a 

- (t-{*)«=»-t'+^r'+^r'+ojG -6 ). 

D’autre part, d’apr&s (11) 

1 ~~ 

u{t) - u 2 {t) ~ - 25 t 6 

d’ou 

u[t) = t - t* -j- ^ t ^ -f ^ i * ~h ojyt 5 ) 

et on en deduit le developpement cherche 

- - i -- 1 -- / _Z\ 

V(x) = {u(x))* = x*-±x 5 -±x 5 + o s [x V* 

2) Cherchons un developpement asymptotique de la fonction 
reciproque v(x) de la fonction x/\og x ; de l’identit^ x = y/\og y, ou 
y = v{x), on tire log x = log y - log log y ; posant z = log y, 
t = log x, on a t = z - log 2 , et on est done ramene a developper la 
fonction reciproque u(t) de t - log t ; on a par exemple 

= t + log « + log t) = 1 + log (+ + 0l (^) 

et d’autre part, d’apres ( 11 ) 

u{t) - u^t) ~ 

d’ou 

m .,+i. K , +!si _ M + !!Ji + ^) 

et en revenant au probl&me initial, on obtient le developpement 
asymptotique 

, <'W = ^logx + I logIo g; r + I ^M£ + 0 L!2ii2ifV 

log a; 1 V log x ) 

Remarque . On notera que deux fonctions (H) equivalentes 
peuvent avoir des fonctions reciproques non equivalentes, comme 
le montre Pexemple des deux fonctions log x et 1 -f log x. 

Exercices. 1) Soit ^ un corps de Hardy tel que, pour 

toute fonction / e & non identiquement nulle au voisinage de + 00 
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il existe X > 0 tel que 
dant de /). 



< f( x ) < e m (x A ) {m entier indtpen- 


a) Soient mi, M 2 ,..., u p p fonctions de la forme m* = log [^1, 
ou Zk e ^ et n’est pas nulle dans un voisinage de -f- oo. Montrer 
que pour toute fonction g (non nulle dans un voisinage de + oo) 
du corps de Hardy A|(mi,.. .,u P ) obtenuparadjonction4^desfonc- 

1 

lions u k (1 < k < p), il existe ^ > 0 tel que ——— < g{x) < ejx*) 

e m \ x ' ) 

(se ramener au cas ou g est un polynome par rapport aux ut, 
a coefficients dans et raisonner par recurrence sur p, puis, 
pour p = 1, raisonner par recurrence sur le degr6 du polynome g 
en proc^dant comme dans le lemme 2). 

b) Soient m* (1 -^k^p) p fonctions de la forme m* = expfz*) 
oil Zk e Montrer que pour toute fonction g du corps de Hardy 
AI(mi, «2,..m p ), non identiquement nulle au voisinage de -f- oo, 
il existe un nombre n > 0 tel que 


—T^j: < g(*) < em + i{x*) 
Cm+1(£' ) 


(m^thode analogue). 

c ) En deduire que si / est une fonction (H) admettant une 
suite de definition de n termes, et non identiquement nulle. 
dans un voisinage de -f- oo, il existe un nombre X ;> 0 tel que 

d?> /(x) <<: e " (x> ' ) - 

2) a) Montrer que toute fonction (H) possedant une suite de 
definition d’un seul terme est equivalente 4 une fonction de l’une 
des formes a?(log x)?, ou xPert*), oil p et q sont des entiers ration- 
nels, et g un polynome en x (methode de l’exerc. 1). 

b) Deduire de a) que toute fonction du corps de Hardy 
Rfr, mi, M 2 ,..., Mp),oii Mj, M^.. .,m p sont des fonctions (H)ayant une 
suite de definition d’un seul terme, est equivalente 4 une fonction 
de la forme xP{\og xYe^ x \ oil p et q sont des entiers rationnels, 
et g un polynome en x. 

3) Soient f et g deux fonctions (H) telles que //g soit d’ordre 0 
par rapport a lm{x) ; montrer que si g n’est pas d’ordre 0 par rap¬ 
port a l m (x), on a f’/g 1 ~ fig (comparer log | fig | et log | g|). 

If 4) Soit & un corps de Hardy tel que, pour toute fonction 
/ e At non equivalente a une constante et d’ordre 0 par rapport 4 
lm- i(z), il existe une constante k et un entier rationnel r tels que 
f(x) ~ k(l m {x)) r . 

a) Soit z une fonction quelconque de At, non identiquement 
nulle dans un voisinage de -f oo. Montrer que toute fonction g 
du corps de Hardy $(log |z|) non equivalente 4 une constante, 
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et d’ordre 0 par rapport a l m (x), est equivalente k une fonction 
de la forme k(l m +i( x )) r (k constante, r entier rationnel). (Consi- 
derer d’abord le cas oil g est un polynome de degre p en log | z |, k 
coefficients dans et raisonner par recurrence sur p , en utilisant 
fexerc. 3 ; si g est une fonction rationnelle de log | z |, a coefficients 
dans ft, raisonner par recurrence sur le degre du numerateur, en 
utilisant fexerc. 3). 

b) Montrer que toute fonction de ft(l m+ i(x)) est equivalente 
a une fonction de la forme f(x)(l m+ i(x)) r , ou / e ft et r est un 
entier, rationnel. 

c) Soit z une fonction quelconque de ft. Montrer que toute 
fonction g du corps de Hardy ft(e : ), d’ordre 0 par rapport k l m {x), 
est equivalente k une constante. (Considerer d’abord le cas ou 
g = «?P(a), oil u = e*\ q est un entier rationnel, et P(w) un poly¬ 
nome en u, de degre /?, a coefficients dans ft ; raisonner alors par 
recurrence sur p , en utilisant a) et l’exerc. 3. Passer de la au cas 
general en utilisant l’exerc. 3). 

d) £tendre le resultat de a) au corps ft(ui, u*,. . u s )> ou les w* 
sont de la forme e Zk ou log \ z k |, les z k etant des fonctions de ft 
non identiquement nulles dans un voisinage de + oo (raisonner 
par recurrence sur s). 

5) a) Deduire de fexerc. 4 que si / est une fonction (II) ayant 
une suite de definition de n termes, non Equivalente a une cons¬ 
tante, et d’ordre 0 par rapport a ln-i(x), il existe une constante k 
et un entier rationnel r tels que f(x) ^ k(ln(x)Y. 

b) Deduire de l’exerc. 4 que si / est une fonction (H) quelconque, 
il existe un entier n tel que le critere logarithmique d’ordre n soit 

J ^»+oo 

f(t)dl est conver- 

a 

gente ou infinie. 

6) Comparer entre elles les fonctions e p ({l q {x)) :x ) suivant les 
valeurs des entiers p et q et du nombre reel p, suppose > 0, et ^ 1. 
U 7) Soit / une fonction (H) ayant une suite de definition de n 

termes. Montrer que si on a e p ({l q + ,(*))?)< f{x)<,e p {{l q {x)) a ) 

(resp. e p {(l q (x)) ? ) ^f(x) <^e p+1 ((l q {x)) a )) quel que soit (3 > 0 
et quel que soit a tel que 0 < a < 1, on a necessairement 
P + q + 1 <C n (raisonner par recurrence sur rc, en utilisant des 
methodes analogues a celles des exerc. 1 et 4). 

8) a) Soit ( f n ) une suite de fonctions continues croissantes 
appartenant k ^(f^, R) et telles que f n -=C fn+i pour tout n. Mon¬ 
trer qu’il existe une fonction /, continue, croissante, appartenant k 
R) et telle que / f n pour tout n (se ramener au cas ou 
fn ^ fn+i et definir / de sorte que f n (x) j(x) f n +i(x) pour 
n ^ x ^ n + 1). 

b) Soit (f n ) une suite de fonctions continues croissantes apparte- 
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nant £ <%($, R)> et telles que 1 -< f n+1 <C fn pour tout n. Mon- 
trer qu’il existe une fonction / continue, croissante et apparte- 
nant £ R), telle que 1 <C / <€ fn pour tout n (en se ramenant 

au cas ou f n+ i < /„, montrer qu’on peut definir une suite crois¬ 
sante (x ») de nombres reels et une fonction continue et croissante 
/ telle que /„+ i(x) f(x) f n (x) pour x» x a^ +1 ). 

c) Soient (/„), ( g n ) deux suites de fonctions continues crois- 
santes appartenant 4 E), telles que /„</„ +1 , g m >g m+1 

et f n -< g m quels que soient m et n ; montrer qu’il existe une fonc¬ 
tion h continue, croissante, appartenant a R), telle que 

g m , quels que soient metre (m^thode analogue). 

En particular, montrer qu’il existe une fonction continue et 
decroissante /, appartenant a R) et telle qu ’aucun critere 


/° i CO 

logarithmique ne permette de determiner si l’integrale / f(t)dt 

est convergente ou infinie (« theor^mes de du Bois-Reymond »). 

00 

9) Montrer que la serie —^ converge uniformement dans 

toute partie compacte de R, et que sa somme f(x) est telle que 
f(x) >■ en{x) pour tout entier n. 


10) Montrer qu’il existe une fonction croissante /, definie, 
continue et > 0 pour x ^ 0, telle que /( 2x) = 2> (x > pour tout 
x ^ 0 ; en deduire que, pour tout entier n , on a f(x) ^> e n {x). 

11) Soit / une fonction croissante, continue et definie 
pour x ^ 0, et telle que f(x) e n (x) pour tout entier n ; montrer 
que, si g est la fonction reciproque de /, on a 1 g(x) ln(x) 
pour tout entier n. 


OO 

If 12) Pour tout entier n > 0, soit n = 2j e*2* le deve- 

k^= o 

loppement dyadique de n (c* entier nul sauf pour un nombre fini 


OO 


d’indices, 0< e* <1 1). On pose a (n) = 2 z k , Ai(n) li a(/), 

k — 0 j= 1 

n 


A M = Id a(a(/)). 

/=! 

a) Demontrer la formule Ai(n) 
deduire la formule 


OO 


= s 


k = 0 


(k + 2)«*2** En 


Ai(n) = 


n log n 
2 log 2 


+ o(/i log log n) 


lorsque n croit indefiniment (decomposer la somme qui exprime 
Aj(n) en deux parties, l’indice k variant de 0 k n(n) dans la pre¬ 
miere somme, de ji(n) a dans la seconde, ou n x est le plus grand 
des nombres k tels que s* ^ 0, et |x(n) un nombre convenablement 
choisi; on majorera )a premiere somme en utilisant la prop. 6 du § 4, 
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et on majorera ensuite la difference entre la deuxi£me somrae et 
n^n/2). 

b) Demontrer la relation 

2 m -i n , 

/?0 /<“(')) = JP 0 ( * ) f{k) 

f etant une fonction quelconque definie dans N (considerer pour 
un k donne le nombre des j < 2 m tels que <x(/) == k). 

c) Pour m = 2 r - 1, demontrer la relation a (m-j) + a(/) = r . 
Deduire de cette relation et de b) qu’on a 


A 2 (2 W ) = r2 m ~ 1 




2' n log log 2 m 


d) Pour m = 2 r , montrer qu’on a 


2 log 2 


m —1 


A 2 (2») = 2A 2 (2—*) + 2-i - 2 7 1 W + 1) 

/ = 0 V / / 


oil on a pose *(n + 1) - *{n) = 1 - A(n + 1) pour tout n (utiliser 
b) et la relation <x(2* + r) = a(r) + 1 pour r < 2*). Montrer que 

m — 1 

| o r/ 1 )^(/ + ^ r2m_2 (remarquer que A(/ + 1) = 0 si / 

est pair, et A(y -f- l)<Clog //log 2 pour tout /). En deduire, a 
1’aide de c), qu’on a 



2 m log log 2 m 
2 log 2 


Conclure de c ) et de cette relation que \{n) n'est equivalente d 
aucune fonction (H) lorsque n tend vers + oo. 

13) Soit / une fonction (H) telle que 1 </(*)<*. Montrer 
que, dans la formule de Taylor 


I(X + f(x)) = f{x) + f(x)f(x) + |j (/(i)) 2 /"(x) H-h 

+ ~ x (mn n \x) + ( re+ 1 t) , i/wmi + e/(x)) 

avec 0 < 0 << 1 (chap. I, § 3, exerc. 9), chaque terme est negli- 
geable devant le precedent. Si / est d’ordre 1 par rapport & x , 

le dernier terme de cette somme tend vers 0 avec 1/x d&s que n 
ost assez grand. 

14) Deduire de l’exerc. 13 que si / est une fonction (H), telle que 
log f(e x ) soit d’ordre < 1 par rapport k x, la fonction f(xf(x)) 
est equivalente k une fonction de la forme e<**\ ou g est une fonc¬ 
tion rationnelle par rapport & x y log f(x) et un certain nombre 
de derives de cette derniere fonction. 

H 15) Soit / une fonction (H) convexe au voisinage de + oo, 
telle que f(x) > x. Pour tout a > 0, soit x a le point tel que 
/'(*«) = (1 + «)/'(*)• 
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a) Si / est d’ordre + oo par rapport 4 x , montrer que Ton a 



x ~ 


log (1 + a) 


f(x) 

fix) 


(utiliser les prop. 2 et 4, en appliquant la formule de Taylor 
a log /'(*)). Montrer que (j{x a ) - {x a - x)f'(x a ))ff(x) tend vers 
(1 + a)(1 - log (1 a)) lorsque x tend vers -f- oo. 

b) Si / est d’ordre r >* 1 par rapport 4 x, montrer que 

i 

x a ~ (1 + *) r ~ l x 


(remarquer que si f x est d’ordre 0 par rapport a z, on a f t {kx) ~ f^x) 
pour toute constante k, en vertu de la prop. 4). En deduire que 
(f(x a ) - (x a - x)f'{x a ))lf{x) tend vers /-(l + a) - (r - 1) (1 + a)"0-i> 
lorsque x tend vers + °o . 

c) On suppose enfin que / soit d’ordre 1 par rapport 4 x. En 
posant f{x) = xfi(x) t montrer que 

x a - x ~ log (1 + 

(considerer la fonction reciproque de / 1? qui est d’ordre -\- oo par 
rapport 4 x). En deduire que (f(x a ) - ( x a - x)f'(x a ))/f(x) tend vers 
- oo lorsque x tend vers + oo. 

Soit de meme x' a le point tel que f'(x' a ) = (1 - <*)/'(£) (pour 
0 < a < 1). Donner les formules analogues aux precedentes expri- 
mant la partie principale de x - x' a et la limite de 


(fix*) + (x- x’ a )f'(x , <x ))tf(x) 


lorsque x tend vers -}- co. 

Conclure de ces resultats que / est une fonction regulierement 
convexe au voisinage de -f- oo (§3, exerc. 5). 
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dEveloppements tayloriens generalises 

FORMULE SOMMATOIRE D’EULER-MACLAURIN 


§ 1. — D6veloppements tayloriens g£n6ralis6s. 


1. Operateurs de composition dans une algebre de poly - 
nomes. 


Soient K un corps commutatif de caracteristique 0, K[X] l’al- 
g6bre des polynomes a une indeterminee sur K ( Alg ., chap. IV, § 1, 
n° 2) ; dans tout ce paragraphe, nous designerons sous le nom 
d 'operateur dans K[X] toute application lineaire U de l’espace vecto- 
riel K[X] (par rapport a K) dans lui-meme; comme les monomes X” 
{n 0) forment une base de cet espace, U est determine par la 

co 

donnSe des polynomes U(X n ) ; de fa^on precise, si f(X) = 2j X x .X a ' 

k = 0 

co 

avec on a U(f) = ^X*). 

Si G est une algebre commutative sur K, ayant un element unite, 
le G-module G[X] s’obtient par extension a G du corps des sca- 
laires K de l’espace vectoriel K[X] ; tout operateur U dans K[X] 
se prolonge done d’une seule maniere en une application lineaire 
du G-module G[X] dans lui-meme, que nous noterons encore U 


{Alg., chap. Ill, § 2, n« 1) ; pour tout element g(X) = 



avec G, on a U(g) = 2j y k U{X k ). 

Gonsiderons en particulier le cas ou G = K[Y] ; G[X] est done 
1 anneau K[X, Y] des polynomes a deux indeterminees sur K ; 
pour eviter toute confusion, on notera U x le prolongement de U 

co 

aG[X], Pour tout polynome g(X, Y) = S /t (Y)X*, o<i 7 *(Y) <e K[Y] 

Jc — 0 
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OO 

on a done U x (g) = 2 J y k (Y)U(X k ). Comme U x est linSaire, on voit 

/c — 0 

» OO 

quesionecritg(X,Y) = 2 ji/3 a (X)Y a , on aaussi i7 x (g)= Jj U(B h )Y h . 

Par l’isomorphisme canonique de K[X] sur K[Y] qui a X fait 
correspondre Y, l’operateur U se transforme en un operateur dans 
K[Y] que nous noterons U Y pour eviter toute confusion, U Y (f(Y)) 
6tant done le polynome obtenu en remplagant X par Y dans le 
polynome U(f(X)) = U x (f(X)). Cet op6rateur U Y peut a son tour 
etre prolonge en un operateur (note encore U Y ) dans K[X, Y]: si 

oc oo 

g(X, Y) = S fij(X)Y\ on a done ici f/ Y (g(X, Y)) = 2 1 jS*(X) t/ r (Y A ). 

r. = \J h = 0 

Comme exemple de ces prolongements, citons l’opdrateur de 
derivation D dans K[X] ( Alg ., chap. IV, § 4), qui donne dans 
K[X, Y] les operateurs de derivation partielle D x et D T . 

Pour tout polynome f e K[X], nous d6signerons par T Y (f) le 
polynome f(X + Y) de K[X, Y] ; l’application T Y est une appli- 
cation K-lineaire de K[X] dans K[X, Y], dite opdrateur de trans¬ 
lation. 

Definition 1. — On dit qu'un operateur U dans K[X] est un 
operateur de composition s'il est permutable avec Voperateur de trans¬ 
lation , e'est-a-dire si U X T Y = T Y U. 

En d’autres termes, si f est un polynome quelconque de K[X], et 
si g = U{f ), on doit avoir g(X + Y) = U x {f(X + Y)). 

II resulte aussitot de cette definition que, pour tout polynome 
f(X) g K[X], on a, avec les notations introduites ci-dessus, 

(1) U x (f(X + Y)) = U Y (f(X + Y)). 

Exemples. — 1) Pour tout X g K, l’operateur qui, 4 tout poly¬ 
nome /(X), fait correspondre le polynome /(X -f X), est un ope¬ 
rateur de composition. 

2) La derivation D dans K[X] est un operateur de composition 
(cf. prop. 1). 

Remarque. — Comme K est un corps infini, pour que l’operateur 
U dans K[X] soit un operateur de composition, il faut et il suffit 
que pour tout polynome / g K[X] et tout element a e K, on ait, 
en posant g = f/(/), g(X + a) = U{f{X + a)). (Alg., chap. IV, 
§ 2 ). 
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II est clair que toute combinaison lineaire d’operateurs de compo¬ 
sition, a coefficients dans K, est un operateur de composition ; 
il en est de meme du compose de deux operateurs de composition. 
En d’autres termes, les operateurs de composition forment une 
sous-algebre T de l’algebre des endomorphismes de l’espace vecto- 
riel K[X], 

Proposition 1. — Pour qu’un operateur U dans K[X] soit un 
operateur de composition , il faut et il suffit qu'il soit permutable avec 
la derivation D dans K[X]. 

En efTet, la formule de Taylor montre que, pour tout polynome 
f e K[X], on a 

*W<x + Y » = u *$ 0 Ti ykDk H x ^ =$oTi yt£/(D Y (X )); 

si on pose g = £/(/*), on a 

g(X + Y) = 4 | 0 ^ Y*D‘g(X) =t o ± Y*D*(U(f(X))) ■ 

pour que U soit un operateur de composition, on doit done avoir 
U D* = D k U pour tout entier k > 1, et en particulier (JD = DU. 
Inversement, si cette relation est veriftee, elle entraine UD k = D k U 

pour tout entier k > 1, par recurrence sur k ; la formule de Taylor 
montre alors que g(X + Y) = U x (f(X -f Y)). 

Pour tout polynome /*e K[X, Y], nous designerons par U 0 (f) le 
terme independant de X dans le polynome U x (f) ; en particulier, 
si f e K[X], U 0 (f) est le terme constant de U(f), et U 0 est une forme 
lintaire sur K[X]. Pour tout polynome f e K[X], soit g ~ U(f) ; 
on a, en vertu de la def. 1, 

g(X + Y) = U z (f(X + Y)) = X‘DY(Y)) 

et si, dans cette formule, on remplace X par 0, on obtient 

S( Y >= FI ^ (X ‘) D *f<Y)- 

On voit done qu’on a 

(2) £f(AX))=£ o | T ^DY(X) 

oh p. k est le terme constant du polynome U(X k ). 

Bourbaki XII. — 9 
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Cette formule montre que la donnee des p. k determine compUte- 
ment l’op6rateur de composition U ; inversement, si est une 
suite arbitrage d’eiements de K, la formule (2) d6finit un op6- 
rateur U qui est 6videmment permutable avec D, et par suite 
(prop. 1) un op6rateur de composition. Nous 6crirons desormais 
la formule (2) sous la forme 

(3) t/ = A loA^D‘- 

* Cette formule peut s’interpr6ter en langage topologique de la 
fa$on suivante : si on consid&re sur K[X] la topologie discrete, 
et sur l’alg&bre £(K[X]) des endomorphismes de K[X], la topo¬ 
logie de la convergence simple dans K[X] [Top. gen., chap. X, 

1 

§ 1, n° 3), la s6rie de terme g£n6ral n*D* est commutativement 

convergente dans ‘i(K[X]) et a pour somme U {Top. gen., chap. Ill, 
§4, no 7).* 


00 

La formule (3) montre qu’a toute serie formelle u(S) = Ij Q a t S k 
a une ind6termin6e sur K (Alg., chap. IV, § 5), on peut 

co 

faire corresponds l’op6rateur de composition U =■ , que 

nous noterons desormais u( D). Cette remarque peut etre pr6cis6e 
de la fa$on suivante : 


Th£or£me 1. — L'application qui, a toute serie formeUe 


oo 


u(S) = 2j a k S k d une indeterminte sur K, fait correspondre Vopera- 
v ' k =o 


teur de composition u( D) = dans K[X], est un isomorphisme 

de Valgebre K[[S]] des series formelles sur Valgebre T des opira- 
teurs de composition. 

On v6rifie aussitot que cette application est une representation. 
Tout revient done a voir qu’elle est biunivoque, autrement dit, 


oo 


que la relation H a k D* = 0 entraine a k = 0 pour tout k ; or, h la* 


A- = 0 


est le terme constant du polynome obtenu en appliquant 


2j a*D* a X h , d’ou le theor^me. 

k = 0 
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Co roll aire. — Valgebre F des optrateurs de composition dans 
K[X] est commutative. 


Exemple. — Si U est l’op6rateur qui, a tout polynorae f(X ), 
fait correspondre f{X -f X) (ou X e K), on a U 0 (X k ) = X*, et par 

00 1 

suite U = 2 ^(XD)*. Par analogie avec le d6veloppement en 

A* — 0 K . 

serie de e 1 (chap. Ill, § 2, n° 1), nous d6signerons par e 8 ou exp(S) 


j 

la s£rie formelle S n dan3 l’anneau K[[S]] ; on peut done 

ecrire U = e A °. En rempla^ant dans ce raisonnement le corps K 
par le corps de fractions rationnelles K(Y), on voit de m£me que 
V op£rateur de translation T r peut s’6crire e ro . 

On notera d’ailleurs que, dans l’anneau K[[S, T]] des series for- 
melles sur K a deux ind6termin6es, on a 


(4) (exp S) (exp T) =2-^1 

p,q p I q 1 

= Jo^((o) S " + (?) S - 1T + ' • • + ©T”) = exp (S + T) 
et en particulier 

(5) (exp S) (exp (- S)) = 1 
ce qui justifie la notation introduite. 

Scholie. — L’isomorphie de l’alg&bre K[[S]] des s6ries formelles 
et de I’algebre T des op6rateurs de composition dans K[X], permet 
parfois de dSmontrer plus simplement des propositions relatives 
a des series formelles, en les dSmontrant pour les op6rateurs de 
composition qui leur correspondent (cf. prop. 6). 


2. Polynomes d’Appell attaches d un optrateur de compo¬ 
sition. 

Etant donne un op^rateur de composition U = 2 a k D* ^ 0, 

soit p le plus petit des entiers k tels que ^ 0 ; nous dirons que p 
est Vordre de l’op6rateur U. 

Proposition 2. — Tout operateur de composition d'ordre 0 est 
inversible dans Valgebre T des optrateurs de composition dans K[X]. 

co 

En effet, une s6rie formelle 2a* S* telle que «„ 5 * 0 est in- 

tC — v 
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versible dans l’anneau K[[S]] (Alg., chap. IV, § 5, prop. 4); la pro¬ 
position rSsulte done de l’isomorphie entre K[[S]] et T d6finie 

dans le th. 1. 

Proposition 3. — Soit U un operateur dt composition d ordre pj 
pour tout polynome f de degre < p, U(f) = 0 ; pour tout polynome 
de degr6 n^>p, U({) est un polynome ^ 0 de degre n - p. 
C’est une consequence immediate de la formule (2) etde la defi¬ 
nition de l’ordre de U. 

II est clair que tout operateur U d’ordre p peut s’Scrire 
d’une seule maniere U = T>”V = VD v , oil V est un operateur 
d’ordre 0 (done inversible). 

Definition 2. — Soit U = D”V un operateur de composition 
d'ordre p dans K[X]. On appelle polynome d'Appell d’indice n at¬ 
tache d Voperateur U le polynome Un(X) = V 1 (X”). 

Si V - 1 = 2 ttt/ 3*D* ( avec Po 0) on a done 

fc=0 K I 

(6) MX) = t (^)/3 t X-‘. 

On v6rifie ainsi que Un est un polynome de degri n (prop. 3) ; 
on a en outre 

h»(0) = (3„. 

Proposition 4. — Les polynomes d’Appell attaches d U 
satisfont aux relations 


(7) 

dlln 

dx~ nu -' 

(8) 

MX + Y) = fc 2 o Y* 

A 

(9) 

^ X » - (n - p) 1 X ^- 


Ces formules sont en effet respectivement dquivalentes aux rela¬ 
tions suivantes (compte tenu de la ddf. 2) : 

D V -1 = F"‘D 

(exp (YDx))!^ 1 = V~ x ' exp (YD X ) 


( 10 ) 

(ID 

( 12 ) 
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Proposition 5. — Pour tout polynome f e K[X] et tout opera - 
teur de composition U d'ordre p, on a 

(13) P(X + Y) = S # i(/(f"'(X))i lt (Y) 

(developpcment taylorien generalist). 

En effet, si on pose U = D P F = FD P , on a (formule (1)) 

(14) V~ x '(f(X + Y)) = V~\f(X + Y)) = fjLfi» { X)u k ( Y) 

en raison de la formule de Taylor et de la def. 2 ; il suffit d’ap- 
pliquer l’operateur U x aux deux membres extremes de la for¬ 
mule (14) pour obtenir (13). 

3. Serie generatrice des polynomes d’Appell. 

Soit E l’anneau des series formelles a une indetermi- 
nee S, a coefficients dans l’anneau de polynomes K[X] (Alg., 
chap. IV, § 5), autrement dit, l’anneau des series formelles 

OO 

g (x, S) = 2 a n (X)S n , ou les a n appartiennent a K[X], Pour tout 

n —0 

operateur U dans K[X], on ddfinit une application U x de E 

00 

dans lui-meme en posant f/ x (g(X,S)) = S f/(a„)S". II est clair 

n = 0 

que E est un module sur l’anneau K[[S]] des series formelles en S 
a coefficients dans K ; en raison de la linearity de U dans K[X], 
on verifie aussitot que pour tout Element S e K[[S]] et tout g e E, 
on a U x (6g) = OU x {g) ; autrement dit, U x est une application 
lineaire du module E dans lui-meme. 

Proposition 6. — Soit U = D P F = u(D) un optrateur de 
composition d'ordre p dans K[X], u( S) etant une strie formelle d'ordre 
p dans K[[S]]. On a alors les formules 

(15) U x (ex p (XS)) = «(S).exp (XS) 

(16) 5) ex P( XS )=„lo^T“"( X ) S " 

u n ttant le polynome d'Appell d?indice n attache a U. 

D’apres le scholie du th. 1 (n° 1), pour etablir la formule (15), 
il suffit de demontrer que, pour tout polynome f(Y) <= K[Y], on a 

(17) U x (ex p (XD t ) (AY))) = u( D y ) (exp (XD T ) (f(Y))). 
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Or, le premier membre de (17) est U x (f(X Y)), et comme 
U = u(D), le second membre de (17) est U r {f(X + Y)), si bien 
que l’identite (17) se reduit 4 (1). 

II suffit ensuite d’appliquer (15) 4 l’op6rateur de composition 
V- 1 = D p /u(D) pour obtenir (16), puisque, par definition, on a 

K _1 (exp (XS)) = fli MX)S». 

n = 0 n 1 

On notera que la formule (16) s’obtient aussi en multipliant 
les series formelles S P /«(S) et exp(XS), compte tenu de (6). 

On dit que la serie formelle (16) est la serie gtntratrice des poly- 
nomes d’Appell attaches a U. 


4. Polynomes de Bernoulli . 


Gonsiderons l’operateur de composition U defini par 

U(f(X)) = f(X + 1) - f(X) ; 

on peut l’6crire U = e D - i (n° 1, Exemple) ; c’est un operateur 

(Vordre 1, et si on pose U — DF, on a V ' 1 = Le poly- 

nome d’Appell de degr4 n correspondant a l’operateur U s’appelle 
polynome de Bernoulli de degr6 n et se note B n (X) ; si on pose 
b n = B«(0), on a les formules 


n 


(18) 


(19) 

S=„l>w s ' 

et en particular 


(20) 



Les formules (7) et (9) donnent, pour les polynomes de Ber¬ 
noulli, les relations 


( 21 ) 


dB„ 

dX 


= nB^X) 


(22) B n (X -f 1) - B„(X) = nX- 1 . 

En particular, on a B n (l) - B n (0) = 0 pour n > 1, ce qui, 
compte tenu de (18), donne la relation de recurrence 


(23) 


a ( n w=o 

m =o \mj 


(pour n > 1) 
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qui permet de calculer de proche en proche les b n . Ges nombres 
sont evidemment rationnels ; comme on peut ecrire 

s _ s S^+l 

e 3 - 1 2 r 2 e 9 - 1 

et que l’on a (formule (5)) 

e- 3 + 1 e 8 + 1 

e~ s - 1 — 6 s — 1 

S e 3 4- 1 

on voit que, dans la serie formelle ^ »tous les termes de degr6 


impair ont un coefficient nul ; on a done 

(24) b 0 = 1, = ^ 2 n-i = 0 pour w > 1. 

Les nombres rationnels 6 2n {n^ 1) sont appelSs nombres de 
Bernoulli ; nous verrons au § 2 que b 2n a le signe de (- l) n_1 . La 
formule (23) donne, pour les premieres valeurs de n, 




5. Op&rateurs de composition sur les fonctions d’une va¬ 
riable r&elle. 

Soit I un intervalle de R contenant l’intervalle R + = (0, + <»(; 
soit E un espace vectoriel sur le corps C, forme de fonctions 
d’une variable r6elle k valeurs complexes, definies dans I. Nous 
supposerons que, pour tout a 0 et toute fonction feE, la fonc- 
tion x -*■ f(x + a) appartient a E ; en outre, nous supposerons 
que E contient les restrictions a I des polynomes a coefficients 
complexes et des exponentielles e**, ou / est un nombre complexe 
quelconque. Nous appellerons operateur dans E toute application 
lin^aire U de E dans l’espace de toutes les applications de I dans 
le corps C des nombres complexes ; si f e E et g = U(f), il sera 
commode d’utiliser la notation 

*(*) = U\ (/■(?)) 

? 6tant done une variable liee dans le symbole fonctionnel du se¬ 
cond membre (cf. chap. II, § 1, n° 4). Pour tout a > 0, l’op6rateur 


# 
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qui, a toute fonction feE, associe la restriction a I delafonction 
x -> f(x - {- a), est appele Voperateur de translation par a. 


Definition 3. — On dit qu'un operateur U dans E est un ope- 
rateur de composition si , pour tout a ^ 0, il est permutable avec 
Voperateur de translation par a. 

* 

Avec la notation introduite ci-dessus, cette definition se tra- 
duit par l’identite en x et a (x e I, a ^ 0) 

(25) U\ +a m)= 

Dans cette identite, on peut echanger les roles de x et a si x 0, 
puis faire a = 0 ; on obtient ainsi, pour tout x^O 

(26) Ulm) = Ulifti + *)) 

U 0 etant la forme lineaire sur E qui, a toute fonction fe E, fait 
corresponds la valeur g(0) de g = U{f). 

CO A 

Si f est un polynome, on a /*(£ -f x) = 2 -r- et la 

/f — 0 /C 1 

formule (26) montre done que U(f) est un polynome ; restreint a 
l’ensemble des polynomes en x , a coefficients dans C (ensemble 
qu’on peut identifier a l’algebre C[X]), l’operateur U est done un 
operateur de composition au sens de la def. 1, et tous les resultats 
des numeros precedents lui sont applicables. 

Nous designerons encore par u n les polynomes d’Appell attaches 
a l’optrateur U. Au developpement taylorien generalist d’un poly¬ 
nome (formule (13)) correspond, pour des fonctions plus gtnerales, 
le resultat suivant : 


Theoreme 2. — Soit f une fonction admettant une derivee 
(n 1 )-eme continue dans I, et appartenant a E ainsi que toutes 
ses derivees /" (m) pour 1 m n. Si U est un operateur de compo¬ 
sition d' or dr e p n dans E, on a, pour 0 et 0 

n 

(27) fP\x + h)= 2 o ~ ujx) U\(fMU)) + R„(*, h) 
avec 

(28) R n (x, h) = - U\(^£ * *1 u n (x + r,)p n + «({ - r,)dr^ 
(developpement taylorien generalise). 


N° 6 


DEVELOPPEMENTS TAYLORIENS GENERALISES 


137 


Considerons l’integrale f -- u n {x -f- r,)f (n+1 \c - r t )dr h definie 

Jo n ' 

pour tout £el, et appliquons-lui la formule d’integration par 
parties d’ordre n (chap. II, § 1, formule (12)) ; en tenant compte 
des relations = n(n - 1). . . (n - k -f- l)u n _ k deduites de (7) par 
recurrence, il vient 

(29) r 1 U„( x + x)f ln + ll (Z-r,)dr, 

Jo n ! 



aJLl - h)f m \x + h). 


Appliquons l’operateur U aux deux membres de la formule (29), 
consideres comme fonctions de £, puis prenons la valeur de la 
fonction obtenue pour la valeur h de la variable c ; en remarquant 
que, d’apres les formules (26) et (9), on a 


■ - h)) = Ul(uji)) = 

on obtient finalement la formule (27). 


0 

Pi 


pour p 

pour m — p 


6. Indicatrice d’un operateur de composition. 

Les hypotheses etant les memes que dans le n° 5, la formule (26) 
appliquee a la fonction e Xr , donne 

(30) Ul(e n ) = Ul(e ,x e^) = e u Ul(e x ') = n(X)«“ 

en posant u(>.) = U*(e xti ). On dit que la fonction u(?.), definie 
dans C et a valeurs complexes, est Vindicatrice de l’operateur de 
composition U. On notera que, si la restriction de U a l’anneau 

OO 

C[X] des polynomes est egale a la serie Dp 2 Q a n D n (th. 1) (que 

nous avons notee w(D) au n° 1), la serie a termes complexes dontle 
terme general est <z n l n * p n'est pas necessairement convergente 
pour X ^zf 0, et que, meme si elle converge pour certaines valeurs 
de X, sa somme rC est pas necessairement egale a Vindicatrice u(a) 
de U (exerc. 2). Nous dirons que l’operateur de composition U est 
regulier s’il existe un voisinage de 0 dans C tel que la serie de 
terme general a„X n+ P soit absolument convergente et ait une somme 
egale a Vindicatrice u(l) dans ce voisinage (*). 

(*) Nous ferons plus tard l’etude des series dont le terme general est de la 
forme cnz n (c B eC, ze C), qu’on appelle series entieres ; on verra en particu¬ 
lar que lorsqu’une telle serie est convergente pour z = z 0 , elle est normale- 
ment convergente pour J z \ < l*o|. 
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Appliquons la formule (27) a la fonction e**, en faisant h == 0 ; 
comme D m (c A *) = X'V'*, on a U\( D m (e A ’)) = X m «(X); il vient done, 
pour tout X complexe tel que »(X) ^ 0 



XV* 

«(>) 


= 2 m (x)- 


m 


m = 0 


m I 



et en particulier, pour x — 0 



X 7 




avec /3 m = ^(0). 

Si £/ est un operateur regulier , pour tout X e C tel que les series 

OO 00 y n 

entieres w(X) = 2 a n X n+p et 2/5 n —: soient absolument conver- 

V ' n = 0 n = 0 71 1 

gentes (*), il resulte de la formule (16) et de la formule don- 
nant le produit de deux series absolument convergentes (Top. 
gen., chap. VIII, § 3, prop. 1) que l’on a 



De meme, puisque Je developpement en serie de Taylor de e /a: est 
absolument convergent pour tout Xe C et tout xeC (chap. Ill, 
§ 2) on a aussi (formules (6) et (16)), pour toutes les valeurs 
consid^rees et pour tout x e C 



*£ = a 

»(X) n = 0 Til 


/ 


Remarque. — On peut utiliser la formule (33) (resp. (34)) pour 
le calcul des % (resp. des «„(£)) en utilisant le lemme suivant 
de la theorie des series enti&res : 


Lemme. 


Si deux series entieres 


GO 00 

2 CnX n , 2 dnX" sont abso- 

n =0 n=0 


lament convergentes pour tout X dans un voisinage de 0, et si on a 


(*) Il resulte de la theorie des series entires que lorsque l’une de ces series 
est absolument convergente dans un voisinage V de 0, l’autre est absolument 
convergente dans un voisinage WcV de 0. 
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OC 


GO 


S Cn> n = s dr ,X" pour ces valeurs de X, oJors c n = dn pour tout 


n = 0 


« = 0 


entier 0 (*). 

Si, par un procede quelconque, on peut obtenir une serie entiere 
convergente egale a X p/u(\) dans un voisinage de 0, les coeffi¬ 
cients de cette serie sont necessairement 6gaux aux (3„. C’est ce 
procede que nous allons appliquer dans les exemples qui suivent. 


Exemples. — 1) Si U est 1’application identique, on a «(A) = 1, 
et l’operateur U est evidemment regulier ; comme u n (x) = x?, la 
formule (27) s’ecrit, en posant t = £ - y? 

nx + h)= si r-w + rv-w (x+ *r - <r dt 

m = 0 m ! J /, 71 I 

c’est-a-dire se reduit a la formule de Taylor (chap. II, § 1, n° 6). 

2) Prenons pour U l’operateur de composition qui, a toute 
fonction f definie dans R + , fait correspondre la fonction 
x -+ f{x + 1) - f{x) ; on a done U\(f(Q) = f(x + 1) - f(x) ; nous 
avons vu (n° 4) que la restriction de U a C[X] est egale a e° - 1. 
Comme d’autre part w(X) = e l ■ - 1, Toperateur U est regulier ; 
nous verrons au § 2 comment on peut determiner les nombres de 
Bernoulli b n en calculant un d6veloppement en serie entiere 

convergente de — . En appliquant la formule (27) a une pri- 

6 1 

mitive de la fonction f , il vient 
(35) f(x + h) = f(t)dt 

V 1 

+ 2j — } B m (x) (f^h + 1) - r M \h)) + R>(*, h) 

m = 1 TTl I 


(*) Ce lemme est un cas particulier d’un resultat general que nous demon- 

OO 

trerons plus tard ; en void la demonstration. Si une serie entiere 2 c«X n 

n=0 


est absolument convergente pour X = X 0 , pour tout entier k > 0 la serie 



est normalement convergente pour |X|<|X 0 |, done est continue dans 


ce disque {Top. gen., chap. X, § 2, th. 1) ; on en conclut que Cn k n = o(X*) 

n =/r-f-1 

au voisinage de 0. Le lemme resulte alors de 1’unicite des coefficients du 
d&veloppement asymptotique d’une fonction suivant les X n (chap. V, § 2, n° 2). 
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R„(x, h) = - f ~ X B " (X + ri) f ,n '(h + 1 - n)dr, 

In n I 


+ 


r~ x B n (x 
Jo n 


+ «> 


1 


P n \h - Y))dr,. 


* 3) Soit E l’espace vectoriel des fonctions / d^finies et conti- 

/* + °© 

nues dans R, telles en outre que I’integrale I f(x +- £)e 2 dl soit 

— CO 

convergente pour tout x 0. L’operateur U d^fini par 


uim) = 




e 2 /(* + ^ 


— 00 


est done defini dans E et est evidemment un op^rateur de composi¬ 
tion. L’espace E contient toutes les exponentielles (X complexe 
quelconque), et on a 


m 


/ 2 r+” -7+« 


/ 2 f 


*. vi.?r 


CO 


e -(5-*)*/2 d5=e 2 


CO 


(cf. chap. Ill, § 1, exerc. 24, et chap. VII, § 1, formule (22)). On a 

» 1 = 0&P) = 


ecrire 



+ 00 _L* 

e 2 Z n d£. Pour tout entier n, on peut 

— 00 


t r 

^ = 0 J-OO 


Pil 

k\ 


k 


e 2 d*<2 


X 


+ CO -L + |' A |5 




00 


yi -- (X£) n 

La s6rie Zu e 2 —p peut done etre integree terme a terme dans 

fl — v 1 

R (chap. II, § 3, cor. 1 de la prop. 3), ce qui prouve que la s6rie 


CO 


S 0 converge absolument pour tout X e C, et a une somme 
egale 4 u(\) = e 2 = Zj —— ; l’operateur U est done regu- 

n — 0 J* fl I 

tier. L’application du lemme enonc6 ci-dessus montre que 
1 

* 2n — 2 ^~[» a2 » +1 = 6 pour tout n ^ 0 ; l’operateur U est done 

X* 00 

d ordre 0. On a l/w(X) = e 2 = , la serie etant abso- 


"=o 2 n n\ 

lument convergente pour tout Xe C ; une nouvelle application du 
lemme montre que p 2 n = 2 * '^ 2n+1 = 0 ; 0 n outre, la s6rie 
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S X n 

est absolument convergente pour tout X e C et tout 

7% = 0 ” 1 

x e R, et on a 


V X” X 2 / x 2 \ 1 

n =o/Ti Mn(rc) = exp (- 2 + **> = ex P (27 exp 2 (x ~ *>*>• 

En appliquant. la forraule de Taylor a la fonction exp ^0, 
on obtient done l’expression suivante des polynomes Un{x) : 


u n {x ) = (- 1 ) n e 2 


X 2 




X 3 

> 

2 


). 


Ce polynome est appel6 polynome d'Hermite de degr6 w, et se note 
le plus souvent H n (z). Les formules (7), (8) et (9) donnent ici 

dli n 

OF = nH n-lW 


n 


H„(* + y) = 2 



+ 00 


« 2 H„(x + i)dl = z" 


— OO 


et la formule (27) devient, pour h = 0 

+00 -I 2 


\J2 - m io (X 

— r +oc r 1 

j —00 t/ 0 




m ! 


'+* f5H n (a; + *)) 

* / —- e- (I-+ *»Vy» +1) {X + 5 


- "n)^. 


7. formule sommatoire d’Euler-Maclaurin. 

Dans la formule (35), rempla$ons x par 0, et h par x ; comme 

B m (0) = b m , il resulte des relations (24) qu’on peut ecrire, pour 
tout entier p >> 0 


(37) f(x) =J* +1 f( t )dt -^(f(x + 1) - f(x)) 


+ 2J 


P , 

n b 2k 


& (2#l + ‘J - + *U*> 


avec 

(38) Rp(£) = - j2 p + !) J J Q B 2P*Mf (2Ftl, (x + 1 - t)dt. 
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Dans cette formule, remplagons successivement x par x -f- 1 , 
x -j- 2 ,..et ajoutons les formules obtenues membre & 
membre ; il vient 


(39) 


f(x) -{-f(x 4- 1H-h f{x + n) 

+ n + 1 A 

=J x f(t)dt-^(f{x + n + l)-f{x)) 

P 

+ 2 


f>2k 


& (r- x \x + n + 1) - r-'K*)) + T p (o;, n) 


avec 


(40) T r (x,n)~ {2 p + l)\J 0 ® 2p+l (o ( p*»'\x+k+\~t))dt. 

Le reste T p (a;, n) de cette formule peut encore s’ 6 crire de la 
fa$on suivante : d 6 signons par B 2p+1 (£) la fonction ptriodique de 
p&riode 1, 6 gale a B ap+ i(0 dans l’intervalle (0, 1 (. On a alors 

C B ip+1 (t)fW(x + k + 1 - t)dt = T + 1 B 2P+1 (1 - s)pW(x -f- s)ds 
Jo Jk 


et par suite 
(41) TJx, n) =. - 


(2 p + 


^ f g + B aprt (l - stf^ix + s)ds. 


La formule (39) est dite formule sommatoire d'Euler-M aclaurin ; 
elle est applicable a toute fonction complexe ayant une d 6 riv 6 e 
( 2 p -f- l)-eme continue dans un intervalle (a: 0 , -f co(, pour tout 
x x 0 . Nous verrons au § 3 comment on peut majorer le reste 
T p (x, n) de cette formule. 


Exercices. — 1) Soient K un corps de caract^ristique 0; 
soient U et V deux op^rateurs de composition dans K[X] et soit 
W = UV = VU ; soient (u n ), (t'n), ( w n ) les suites de polynomes 
d’Appell correspondant respectivement k U, F, W. DSmontrer 
que, si p est l’ordre de ii, on a 

n 

» { ;M) = 2 0 (£H-*<w»*> 

n 

«’„(X + Y)= S o (") u ,(X)p„_,(Y). 

2) Soit E 1’espace vectoriel sur C engendrS par les fonctions 
x n {n e N), e 7 * (X e C, X ^zf 0) et \x + p | (51 e R). 
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a) Montrer que les fonctions precedentes forment une base 
de E. 


b) Soit U l’operateur de composition defini dans E par les condi- 
tions U'l(l n ) = (n I) 2 , f/(e X *)=e U pour X^0, U(\x+ H) = | x+ p| 
pour jxe R. L’indicatrice «(X) est la constante 1, mais la serie de 
terme general n \ X n n’est convergente pour aucune valeur de X ^ 0. 

c) Soit V l’operateur de composition defini dans E par les 
conditions V(x n ) = x n , V(\x + |x |) = | * + a |, V(e^) = 0 pour 
X 0 ; l’indicatrice w(X) est egale k 1 pour X = 0, a 0 pour X 0, 


et est done distincte de la 
»»= 


somme de la serie 


<z n \ n 

n= 0 



d) Soit W l’operateur de composition defini dans E par 
W(x n ) = x n , W(e lx ) = eW( \ x -f- b |) = e x + “ ; montrer qu’on a 
VW^±WV. 

3) Soit K un corps de caracteristique 0. On dit qu’un endo- 
morphisme U de l’algebre K[X, Y] des polynomes 4 deux indeter- 
minees X, Y sur K est un operateur de composition si, 
pour tout polynome / e K[X, Y], on a, en posant g == U(j), 

■+■ S, Y -|- T) = ^7 x ,t(/(X -b S, Y -f- T)), S et T etant deux 
autres ind 6 termin£es. 


a) G 6 n 6 raliser a ces op^rateurs la prop. 1 et le th. 1 . En deduire 
une nouvelle demonstration de la formule e^ T = e a e T . 

b) Pour les operateurs de composition de la forme 

D'D*k(D x , D y ), ou le terme constant de la serie formelle u 

n’est pas nul, definir les polynomes d’Appell w mn , et g<§neraliser 
les prop. 4, 5 et 6 . 

c) On considere en particulier l’operateur de composition U 
defini par 


t/(/(X, Y)) = /(X + 1, Y + 1) -/(X, Y + 1) -/(X +1, Y) + /(X, Y); 

on appelle polynomes de Bernoulli et on note B m<n les polynomes 
d Appell correspondant 4 cet operateur. Montrer qu’on a 
B CT( n(X, Y) = B m (X)B„(Y). 


§ 2. — DSveloppements eulgriens des fonctions 
trigonomltriques et nombres de Bernoulli. 

1. D&veloppement eulerien de cotg z. 

D’apres la formule (20) du § 1, les nombres b r Jn ! sont les coef¬ 
ficients du developpement en serie formelle de S/(e s - 1) ; nous 
allons dSmontrer dans ce paragraphe que la fonction z/(e* - 1 ) 
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est 6 gale a la somme d’une s 6 rie enti&re absolument convergente 
dans un voisinage de 0 dans C ; il r 6 sultera du lemme du § 1, n° 6 
que les coefficients de cette serie seront les nombres b n /n I, d’oti 
nous deduirons des majorations pour les nombres de Bernoulli b n . 
Notons en premier lieu qu’on a 


( 1 ) 


z z z e? -Pi z . iz . iz 

= " 2 + 2i^T ~ ~~ 2 + 2 00tg 2 


Nous allons obtenir dans ce qui suit un developpement en s 6 rie 
de cotg z, valable pour tout z distinct d’un multiple entier de n. 


Proposition 1. — Pour tout nombre complexe z et tout entier n, 


on a 


( 2 ) sin nz — 2 n_1 sin z sin ^z -f ^ sin ^z -f- ^ j... sin ^z -j- 


En effet, on peut ecrire 
e niz - e 


sin nz = 


mz _ o—niz ^-niz^niz _ 


2 i 


2 i 


/ 2irc\ / 2(n—l)rrc \ 

- niz ( e 2i z - i)\e ziz - e n ) .. . \e 2iz - e n ) 


7T 


= A sin z sin( z + - 

n 


2 i 

... sinf z -f 


( w ~ 1)^ 


avec 


_ (2£)"- 1 «'" (1+2+ " ' + |n " ,> ’ = (2£)"- 1 e"' (n " ,,i = 2"-. 


(2t) 


Corollaire 1. — Pour tout entier n, on a 


(3) 


. 7T . 2?r 

sin - sin — 
n n 


. (n - 1 )tt 

sin --— 

n 


n 


2 n ~ 


II suffit en effet de diviser les deux membres de ( 2 ) par sin z 
et de faire tendre z vers 0 . 


Corollaire 2. — Pour tout entier impair n = 2m + 1, et tout 
nombre complexe z tel que nz ne soit pas multiple entier de 7 t, on a 

- 1 )« 


( 4 ) cotg nz = (- l) m cotg z cotg^z + ^ ... cotg^z + 


En effet, on a sin nl z + 


3 ) - ,in ( 


7T 


nz + ^ 4 - mn 


) = (- ir 


cos nz y 
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d’oij, en remplagant z par z + - dans (2) 

( n - 1)tt ^ 

et les formules (2) et (5) donnent (4) par division membre a membre 
lorsque sin nz ^ 0. 


(5) cos nz = (- l)”‘2 n 1 cos z cos^z -f ^ . . . cos^z + 


Dans tout ce qui suit, nous supposerons toujours que n = 2m -{- 1 
est un entier impair ; la formule (4) peut aussi s’ecrire 


m 


cotg nz = (- 1) 


m 


n cot 


k = ~m 


^ / kr\ 1 + tg z tg — 

Or, on a cotg /z j== n 


tg z - tg 


P our 2 fini ; par rap- 


n 


port a u = tg z, cotg nz est done une fraction rationnelle dont le 
numerates est de degre n- 1 et dont le denominates, de degre n, 

a les n racines simples tg ^; en dScomposant cette fraction en 
Elements simples, il vient 


m 


( 6 ) 


cotg nz = 

k= r ~m 


At 


»-tg 


kn 


n 


avec 


A* = 


sin (z ^ n 

lim cotg nz . / tg z - tg —^ = lim CQS nz V* n 

\ n J hr. sin nz kn 

n 2->~ COS Z COS - 

n 


= lim 

h-+ 0 


cos nh 


kn ( 

cos — cos h + 
n V n 


_ sin h 

kn\ sin nh 


1 


n cos 2 


kn 

n 


d ou, en mettant a part dans (6) le terme correspondant a k = 0 

en reunissant les termes correspondant a des valeurs opposees de 
k, et en remplagant z par zjn, 


(7) cotg z = 




cos 


n 


Bourbaki XII. — lo 


* tg ~n) - ( * sin ~ J 
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valable pour tout nombre complexe z non multiple entier de On 

1 °° 

peut 6 crire cette formule sous la forme cotg z - - \- 2 v k (n, z) 

< 2 fc = 1 

ntg n 

2 n tg - 
n 


avec v k (n^ z) = 0 pour k> met v k (n, z) = 


2 knf z\ 2 ( . kn\ 2 

coa ^[ ,ltg n) ~[ nBin ir) 
pour 1 k m. Nous allons voir que pour tout z contenu dans 
une partie compacte K de C ne contenant aucun multiple entier 
de 7 r, et pour tout n impair assez grand, la serie de terme general 
v k (n, z) est normalement convergente. En effet, lorsque n tend 

vers + 00 , n tg - tend vers z uniform 6 ment dans K, done il existe 

Tt 


un nombre M >• 0 tel que 


ntg n 


^ M pour tout entier m assez 


7T 


grand et tout zeR. D’autre part, pour on a 

sin x . x 2 . 1 , . i . . kn^k-K 

— ^ 1 - ^ ^, done pour 1^/c^m, onare sin — par 

X O A fl Ji 


/C7T 


6 

suite, d 6 s que m est assez grand, pour tout entier k tel que 

A 

2M 

on a | v k (n, z) | ^ -, ce qui demontre notre assertion. Pour 


M, 


-M 2 


tout k fixe, v k (n, z) tend (uniformement dans K) vers 
lorsque n tend vers -f* 00 • Par suite : 


2 z 


z 2 -kW 


Theoreme 1. — Pour tout nombre complexe z distinct d'un 
multiple entier de tt, on a 

( 8 ) cotg z = - + 2 2z 2 a 

z n=1 z 2 - n 2 - 2 


la serie du second membre ttant normalement convergente dans tout 
ensemble compact K c C ne contenant aucun multiple entier de 7 r 
(d 6 veloppement eulerien de cotg z). 
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2. Developpement euterien de sin 

Pour tout entier impair n = 2m + 1 et tout z complexe, la 
formule (2) peut s’ecrire 


k = m 

sin nz = (- l)’”2 n - 1 II sinfz - 

k=-m \ n 




m 


= (- lp'2"- 1 sin z II si 

k = 1 


sin ( z - —) sin (z -f 
n ' 11 


for\ 

n) 


Or, on a sin ( z - sin (z + = sin 2 z - sin 2 


n 


, et, d’aprds (3), 


m 


n 9 kn n 
sin 2 - 


k =i 


— — 2 ^= 1 > d ’°u, en remplagant z par z/n 


(9) 


m 

sin z = n sin - IT 

nk= i 



sin 4 * - 
n 


sin 


kn 

n 


m 

On peut ecrire cette formule sin z = n sin £ Jjj (1 - w „(n, z)), 


avec w t (n , z) = 0 pour k > m, et w t (n, z) = 


• 9 Z 

sm 2 - 
n 


sin 2 


km 

n 


pour 


1 < *<m. Nous allons voir que pour tout z contenu dans une 
partie compacte K de C et pour tout n impair, la serie de terme 
general w k (n, z) est normalement convergente. En effet lorsque n 

tend vers + oo, n sin - tend uniformSment vers z dans K, done il 


existe M > 0 tel que 


. z 
n sm - 
n 


< M pour tout entier m et tout 


Z<E K' Nous avons vu d’aiUeurs dans la demonstration du th. 1 
que pour l<i<m on a ssin^>*!; done, pour tout entier k 

tel que §>M, on a K(n,z) K gI, ce qui demontre notre 
assertion. Comme pour tout k fixe, Wt (n, z) tend (uniform6ment 
dans K) vers ^ lorsque n tend vers + oo, on voit que : 
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Theor^he 2. — Pour tout nombre complexe z , on a 


( 10 ) 


sin z = z. 11(1 - a i 

n = l V 


/e produit infini du second membre (ttant absolument et uniform6- 
ment convergent dans toute partie compacte de C (d6veloppement 
eul6rien de sin z). 

3. Application aux nombres de Bernoulli. 


Le th. 1 montre que, pour 0 < x < tt, la serie de terme general 
2x 


0 est convergente. On peut d’autre part ecrire, pour 


n 2 n 2 - x* " 

tout nombre complexe z tel que | z 

2z 2z 00 


7T 


n 2 n 2 - z 


Zz v 
2 „ 2_2 f “ 


,2k 


n 2 n 2 k=o ri^n 2 * 


la s6rie du second membre 6tant absolument convergente. Nous 
allons en d6duire que la $6rie « double » 


( 11 ) 


- 2 z 2 *- 1 
n = \ ~ 1 n 2 * TJ? k 


00 00 

2 2 


est absolument convergente dans le disque ouvert \z \ <. n y norma- 
lement convergente dans tout ensemble compact contenu dans ce disque , 

et a poar somme cotg z - - . En efTet, pour | z | < a < tt, la valeur 

z 

2a 2 *" 1 

absolue du terme general de (11) est au plus egale a et la 

2 a **-i 

somme d’un nombre fini quelconque de termes n tk^i est inf6rieure 

au nombre fini 2 , 2 , ; en sommant d’abord par rapport 

a /c, puis par rapport a ra, on voit que la somme de la s6rie (11) 

00 9 

est 6gale & 2 -, ce qui d6montre notre assertion. 

& n=\z 2 -n 2 n 2 

Si maintenant on somme la s6rie (11), d’abord par rapport a n, 
puis par rapport a /c, on a l’identit6 (pour | z | <C ~) 


( 12 ) 


cotg«-l = -2 2^^ 
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ou on a pose 


°° 1 

3 S*= 2 —v• D’apres (1), on a done, pour | z | < In 


n= 1 n 


(13) 

d’oti la formule 


e 2 - 


1 2 ' n = l 2 2n - 1 7T 2n 




(14) 


6 2 „ = (- l)"- 1 (2re)! 


2S 


2n 


(2*) 


an 


pour 


/l ^ 1, 


formule qui montre en particulier que les nombres S2n/7^ 2, * sont 

rationnels. On a evidemment S* + i < S*, done, pour tout k 

2 


7T 


entier ^ 2, on a S t ^ S a = ^ ^ 2 ; on tire done de (14) la majo- 
ration suivante pour les nombres de Bernoulli 

(2/i)! 


(15) 


2 n 


<4 


(2tt) 


an 


pour 


n ^ 1. 


De cette inegalite on peut tirer une majoration du poly- 


n 


nome de Bernoulli B„(a;) = ^2^ ^ ^ b^~ k ; en particulier, pour 
0 < x < 1, on a 

(16) I B n (a?) I <4 2 ( ^-AL == 4_^ 1 2j < 4e 27t . 

a=o\A:/(2tt)^ (27r) n fr=o A:! (27r) w 


Exercices. 


— 1) D6montrer les formules 

CO 

tgz=Iu (- 1)°- 1 2*"(2 S " - l)i 2 „ 

/l = l 


»2ti—1 


(2n)! 


^ = 7 + 2 . (- 1 )"‘ 1 2 ( 2 2 ”- 1 - 1 ) 4 *. 


•2»-l 


sin 2 


2 n = 1 


(2ai) 1 


ou les series du second membre sont absolument convergentes, 


la premiere pour I z I 2 seconc !e pour 1 2 1 <C ^ (exprimer tg 2 

1 

et cosec 22 = ^ ^ comme des combinaisons lineaires de cotg 2 

2 2n (2 2n — 1) 

et cotg 2 2 ). En d^duire que les nombres —- -bv n sont entiers 

(on utilisera le lemme suivant : si, dans deux series absolument 

CO co 

convergentes 2 a* — , 2 6les coefficients a„ et ,8 n sont 

n=U 71 l n = 0 7l\ 

00 n 

entiers, dans leur produit 6crit sous la forme , les y n 

n=0 4 W I 

sont entiers). 
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2) DSmontrer la formule 

n 

(n - J)Bn(X) = n(X - l)B„.i(X) -^ 0 (k) b * B «~t(X) 

(d4river la s6rie Se sx /(e s - 1) par rapport 4 S). En d4duire la for¬ 
mule 

n— 1 

(2 n -f- i)btn = — ^ 21 ^ (2 b*kb2n-2k 


pour les nombres de Bernoulli. 

3) Demontrer, pour tout entier p > 1, la formule 


&>(*)+&,( 


/* + 1 


+ *-h B: 


x -f p- 




4) a) Demontrer la relation 

B„(l - X) = (- l) n B n (X) 

(utiliser le fait que fon-i = 0 pour n > 1, et la relation 

B„(l - X) - B»(- X) = (- l^/iX"- 1 ). 


b) Montrer qu’on a 



(utiliser l’exerc. 3). 

c) Montrer que, pour n pair, B n (a;) a deux racines dans l’in- 
tervalle ( 0 . 1 ). et que, pour n impair > 1, B„(a;) a une racine 

1 

simple aux points 0, 2 et 1, et ne s’annule en aucun autre point 

de (0, l) (utiliser b) et la relation B4 = rcB n -i). 

d) Deduire de c) que, pour n pair, le maximum de | B n (x) | 
dans l’intervalle (0, l) est egal 4 | b n |, et que pour n impair, si a* 
est le maximum de | B n (x) | dans (0, l), on a 


4 

n -f- 1 




(utiliserle th. des accroissements finis). 

IT 5 ) Si on pose Sn(®) = ^-j(B« + i(a;) - B n+ i(0)), on a, pour 
tout entier a > 0 

S„(a) = l" + 2" + ...+ a n . 

a) Montrer que pour tout entier 0 et tout entier a > 0 , 
on a 2S2n + i(a) = 0 (mod. a) (consid4rerla somme k 2,1+1 -f (a - &) 1 " 41 )* 

b) Si a et b sont deux entiers > 0 quelconques, montrer que 

S n{ab) = bSn{a) -f naS n -i{a)Si{b - 1) (mod. a*). 
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Deduire de 14 que, si ai, a 2 ,.... a* sont des entiers premiers entre 
eux deux 4 deux, le nombre 

k 

S n (glfl2. ■ .Cl/c) ^ S »( <**') 
did*. . . fl* * = 1 

est entier. 

c) Montrer que pour tout entier n >> 0 et tout couple d’entiers 
a > 0, b >> 0, on a 

S? n (u4) 5H 4S2n(a) (mod. a 2 ). 

En deduire que, pour tout exposant r, le nombre 

S 2 n(fl r ) _ S 2 n(q) 
a r a 

est entier. 

d ) Soient ai, a 2 ,.. ., a* des nombres premiers distincts, 
n, r 2 ,. . ., r* des entiers > 0 quelconques ; deduire de b) et c) que 

S 2 n(ff#•••<*?) 2 

‘ = 1 a : 

est entier. 

e) Soit a un nombre premier ; montrer que si n est divisible 
par a - 1, on a S n (a) = - 1 (mod. o), et que si n n’est pas divisible 
par a - 1, S n (a) = 0 (mod. a) (remarquer que x° +k = x k+1 (mod. a) 
pour tout entier a;, et utiliser les formules de Newton appliqu4es 
au polynome X a — X dans le corps Z 1(a)). 

f) Soient x et n deux entiers >> 0 quelconques, et soient cu 
(1 ^ i k) les facteurs premiers distincts de x , tels que at - 1 
divise 2 n. Montrer que le nombre 

S»,(*) 

X + i=ia< 

est entier. 

g) Deduire de /) que, pour tout 1, si pi {\ ^i<^k) sont 
les nombres premiers distincts tels que pi - 1 divise 2 n, le nombre 

k 

b 2 n 4- £ S — est entier (appliquer le resultat de /), en prenant 

pour x le produit de tous les nombres premiers < 2n -f- 1, en re- 
marquant que x 2 * 1 est alors divisible par 2n + 1, et raisonnant 
par recurrence sur n) (« theoreme de Clausen-von Staudt »). 



152 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE chap. VI, § 3 


§3. — Majoration du reste de la formule d’Euler-Maclaurin. 


1 . Majoration du reste de la formule d’Euler-Maelaurin. 

La majoration obtenue au § 2 pour les polynomes de Bernoulli 
dans l’intervalle (0, 1) permet de majorer aisement le reste 
T P (x, n) de la formule d’Euler-Maclaurin (§1, formule (39)) 

/ f( x ) + f( x + 1) + • • • + f{x -f- n) 

,,, , , I+ " + fm - Uf(x + n + 1) - f(x)) 

( 1 ) Jx * 

I P h 

+ {f<a ~ 1){x +»+« - r-'Xx)) + t p ( i , n). 

On a en effet (§ 1, formule (41)) 


(2) T p (ar, n) = 


1 


(2 P + 1) l Jo 


r^i-sw+v. 

i 


B 2p+1 (/) est la fonction periodique de p6riode 1 6gale a 
dans l’intervalle (0, 1(. La formule (16) du § 2 montre que 


(3) 


B 


2/>+I 


(01 < (2 f + P 1 

1 (2tz)*p+i 


pour tout ieR, et l’application de la formule de la moyenne 
donne pour T p (x, n) la majoration 


(4) 


|T p (x, n) | ^ 


4e 27t 


(2t:) 2 p+ 1 


X 


x + n + 1 


\f {2p+1) (t)\ dt 


2. Application aux d&veloppements asymptotiques . 

La formule d’Euler-Maclaurin permet de donner une solution 
plus complete (dans les cas les plus importants) au probl&me traite 
au chap. V, § 4, n° 2, consistant a obtenir un d^veloppement 

n 

asymptotique de la somme partielle s n = 2j g(m) (resp. du reste 

m=0 

00 

r ” 8( m ))i °u g est une fonction num6rique > 0 et mono¬ 

tone d^finie dans un intervalle ( x 0 , + oo (. Nous allons nous borner au 
cas oh g est une fonction (H) (chap. V, Appendice, n° 4), d'ordre 0 
par rapport a e *; autrement dit, on a la relation g' < g ; de 
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cette relation, on deduit g (A+1) -< pour tout entier k > 0 tel 
qu’aucune des derivees g h) d’ordre h k ne soit equivalente a 
une constante (chap. V, § 3, prop. 7). Soit p un entier tel qu’au¬ 
cune des derivees g^ d’ordre h 2p ne soit equivalente a une 
constante. Supposons d’abord que la serie de terme general g(n) 
ait une somme infinie, et distinguons plusieurs cas : 

1 ° | g( 2 p-i)( n ) | ^ enc j verg _j_ qq avec n . en es ^ m eme, en 
vertu de l’hypothese, de | g (2k ~ 1) (n) | pour 1 k p ; en outre, 
comme g^ 1 * est monotone au voisinage de + oo, la formule (4) 
donne T„(0, n) = 0(g*»(n + 1)) = o^-^n + 1)) ; la formule 
d’Euler-Maclaurin, appliquee pour x — 0, montre que 

s "= m 5o g{m)== f 0 " S(t)dt-\g(n+ 1) 

+ + 1) + +1)) 

chacun des termes de cette somme etant n^gligeable devant le 
pr6c6dent ; en d6veloppant chacun d’eux par rapport a une echelle 
de comparaison 8, on aura done un developpement asymptotique 
de s n . 

2° Supposons maintenant que pour un indice q tel que 
1 < 5 - < p, | g <2? ' 1) (w) | tende vers + oo avec n, mais que 
tende vers 0 pour k > q. Comme g (2 P +1) est monotone au voisinage 

de + co , l’int6gralej^ | g <2p+1) («) | du est convergente, et on peut 
alors 6crire 


yi (*n+\ \ ^ l 

S " = s(m) =J 0 Sit)dt-^g(n + 1) + ,2 ^^ {n + 1) + C 

+* Ai im ^ ){n + 1)+ 0{ ^ n +*» 

od C est une constante : on a en effet 


r 

Jn- f-1 


I ^ X \u) 


du = 0(£ 2 *\n + 1)) = 


La meme formule est valable lorsque g(n) elle-meme tend vers 0. 
Enfin, lorsque la serie de terme general g(n) est convergente, on a, 

OO 

pour le reste r n = g(/?i), le developpement 
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/^0° 4 

m =r+i g(m) =J n+l g(t)dt +2 g(n +« 

- Ji mi g(U ' 1>(n+ 1 > +******+!»• 


Exercices. — 1) Montrer que, si f&P+D (*) est monotone 
dans l’intervalle [x,x-\-n- 1- l), le reste T p (x, n) de la formule 
d’Euler-Maclaurin (formule (2)) a le meme signe que le terme 
1 

~ (2p"+ 2) l + n + 1) - pp +1 >(rr)) et a une valeur abso- 

lue au plus 6gale & celle de ce terme. 

Si on suppose que] / (2p + 2) est continue (mais de signe quel- 
conque), montrer qu’on a 

IT P (x f n) | < 2) ( | & 2p+2 | (| j<*P*\x + n + 1) - \ 

rx+n +1 

+ i i *>. 

X 

2) D6montrer la formule 


1 


2 /( x ) - f( x + 1) + fi x + 2) 


/(a; + 2/1-1) + 2/(3 + 2/i) 


r 

= S (2 2i - 1) (/(«-«(! + 2n) - /<**-»(*)) + IM*, n) 


k=\ ( 2k ) 


avec 


4e 27T(2 2 p + 1 + l) Ar+2n 


<v*. »> 1 < " (2 ~ k) , p+ I 1] £ 1 / ,2p+i, (o 1 * 

(appliquer la formule d’Euler-Maclaurin k g{x) = /(2a;)). 

3) Soit / une fonction continue ainsi que ses 2p + 1 premieres 
d^rivees dans l’intervalle (0, l). Demontrer la formule 

f 0 fm = ^G /(0) + f {n) +f {l)+''- + A 1 ~ir) + S /(1) ) 

~£ t m i (/:2M,(1) - 



4e 27t 1 

(2k) 2/,+1 /i 2 p+ 


1 /iap+i>w 1 



avec 




NOTE HISTORIQUE 

(chapitres V et VI) 


(N.-B. — Les chifTres romains entre parentheses renvoient 4 la biblio¬ 
graphic placee 4 la fin de cette note.) 


La distinction entre les « infiniment petits » (ou « infiniment grands ») 
de divers ordres, apparait implicitement des les premiers ecrits sur le 
Galcul differentiel, et par exemple dans ceux de Fermat ; elle devient 
pleinement consciente chez Newton et Leibniz, avec la theorie des 
« differences d’ordre superieur » ; et on ne tarde pas a observer que, 
dans les cas les plus simples, la limite (ou « vraie valeur ») d’une ex¬ 
pression de la forme f(x)/g(x), en un point ou / et g tendent toutes 
deux vers 0, est donnee par le developpement de Taylor de ces fonctions 
au voisinage du point considere (« regie de l’Hopital », due vraisembla- 
blement 4 Johann Bernoulli). 

En dehors de ce cas ElEmentaire, le principal problEme d’ « Evalua¬ 
tion asymptotique » qui se pose aux mathematiciens dEs la fin du 
xvn e siecle est le calcul, exact ou approche, de sommes de la forme 

n 

lorsque n est tres grand ; un tel calcul est en effet nEcessaire 

aussi bien pour Interpolation et revaluation numErique de la somme 
d une sErie, que dans le Galcul des probabilitEs, ou les « fonctions de 

grands nombres » telles que n\ ou (^\ jouent un role prEpondErant. 


n 

Dej4 Newton, pour obtenir des valeurs approchEes de £ ———= r lorsaue n 

k=\a + k M 

est grand, indique une mEthode qui revient (sur ce cas particulier) 4 
calculer les premiers termes de la formule d’Euler-Maclaurin (I). Vers 
la fin du siecle, Jakob Bernoulli, au cours de recherches sur le Calcul 


n 

des probabilitEs, se propose de dEterminer les sommes S*(rc) = p k \ poly- 

p =l 

nomes en n (*) dont il dEcouvre la loi gEnErale de formation (sans 
en donner de demonstration), introduisant ainsi pour la premiere fois, 
dans l’expression des coefficients de ces polynomes, les nombres qui 


(*) Ce sont les primitives des « polynomes de Bernoulli » B k (x). 
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portent son nom, et la relation de recurrence qui permet de les calculer 
((II), p. 97). En 1730, Stirling obtient un developpement asymptotique 

n 

pour log (x + ka), n croissant indefiniment, avec un procede de cal- 

cul des coefficients par recurrence. 

De 1730 a 1745 se placent les travaux decisifs d’Euler sur les series 


n 

et les questions qui s’y rattachent. Posant S{n) = 2 /(A:), il applique 
^ la fonction S (n) la formula de Taylor, ce qui lui donne 


„ * n c , 4 . dS 1 d*S t l d 3 S 
/( ) “ S( } " S{n ' 1} “ Tn ~ 27 dtf + 31 drt 




equation qu’il « inverse » par la methode des coefficients indetermines, 
en cherchant une solution de la forme 


S(n) = aj f(n)dn + p/(n) + + -; 

il obtient ainsi de proche en proche 


-f 


S( n ) = f(n)dn -f - 1 + 


f(n) , 1 df 1 d 3 f 


12 dn 720 dn 3 ' 30.240 dn 5 


+ 


d*f 


sans pouvoir tout d’abord determiner la loi de formation des coefficients 

(III a et d). Mais vers 1735, par analogie avec la decomposition d’un 

polynome en facteurs du premier degre, il n’hesite pas 4 ecrire la for¬ 
mula 


1 - 


sin s 


SUla =0 «) ( a IT - «)(* - - r.- a)( 1 2^+ a)"' 

et en egalant les coefficients des developpements des deux membres 


en serie entiere, il obtient en particulier ^pour a les ceifcbres ex¬ 


pressions des series ^ & l’aide des puissances de r. (*) (III b). 

Quelques annees plus tard, il s’aper$oit enfin que les coefficients de ces 
puissances de tz sont donnes par les memes equations que ceux de sa 
formula sommatoire, et reconnait leur lien avec les nombres introduits 
par Bernoulli, et avec les coefficients du developpement en serie de 

*/(* ~ 1) (HI g). 


.(*) 1743 > Euler, pour repondre b diverses critiques de ses contempo- 

rains, donne une derivation un peu plus plausible des « developpements eu- 
lenens » des fonctions trigonometriques ; par exempie, le developpement en 

produit infini de sin x est tire de l’expression sin x = -^-.(e** - <?-**), et du fait 

ix\ n 

» < ni *>• 


que e ** est limite du polynome ( 1 + 
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Ind^pendamment d’Euler, Maclaurin etait arrive vers la meme epoque 
4 la meme formule sommatoire, par une voie un peu moins hasardeuse, 
voisine de celle que nous avons suivie dans le texte : il itere en effet 
la formule « taylorienne » qui exprime f(x) k l’aide des differences 
/< 2 * +1) (a; -f- 1) -/ (2A+1) (x), formule qu’il obtient en « inversant » les deve- 
loppements de Taylor de ces differences par la methode des coefficients 

indetermines (IV) ; il n’aper^oit d’ailleurs pas la loi de formation des 
coefficients, decouverte par Euler. 

Mais Maclaurin, comme Euler et tous les mathematiciens de son temps, 
presente toutes ses formules comme des developpements en serie , dont 
la convergence n’est meme pas etudiee. Ge n’est pas que la notion de 
serie convergente fut totalement negligee a cette epoque : on savait 
depuis Jakob Bernoulli que la serie harmonique est divergente, et Euler 
avait lui-meme precise ce resultat en evaluant la somme des n premiers 
termes de cette serie a 1 aide de sa formule sommatoire (III c et d) ; 
o’est aussi Euler qui remarque que le rapport de deux nombres de Ber¬ 
noulli consecutifs croit indefiniment, et par suite qu’une serie entire 
ayant ces nombres pour coefficients ne peut converger ((III /), p. 357) (*) 
Mais la tendance au calcul formel est la plus forte, et l’extraordinaire 
intuition d’Euler lui-meme ne l’empeche pas de tomber parfois dans 

+ » 

1’absurde, lorsqu’il ecrit par exemple 0 = 2 j a:” ((III /), p. 362) (**). 

Nous avons dit ailleurs (Top. gen., Note hist, du chap. IV) comment 
les mathematiciens du debut du xix e siecle, lasses de ce formalisme 
sans frein et sans fondement, ramenerent PAnalyse dans les voies de 
la rigueur. Une fois la notion de s6rie convergente precisee, apparut 
la n6cessit6 de criteres simples permettant de demontrer la convergence 
des integrales et des series par comparaison avec des integrates ou series 
connues ; Cauchy donne un certain nombre de ces criteres dans son 
Analyse algebrique (V a), tandis qu’Abel, dans un memoire pos- 
thume (VI), obtient les criteres logarithmiques de convergence. Cauchy, 
d’autre part (V b ), elucide le paradoxe des series telles que la serie de 
Stirling, obtenues par application de la formule d’Euler-Maclaurin (et 
souvent appelees « series semi-convergentes ») : il montre que si (en raison 
de la remarque d’Euler sur les nombres de Bernoulli) le terme gknk- 
ral u k (n) d’une telle serie, pour une valeur fixe de n, croit indefiniment 


(*) Comme la serie que considere Euler en cet endroit est introduite en 
vue du calcul numerique, il n’en prend que la somme des termes qui vont 
en decroissant, et a partir de l’indice oil les termes commencent a croitre, 
il les remplace par un reste dont il n’indique pas l’origine (le reste de la for¬ 
mule d’Euler-Maclaurin sous sa forme generate n’apparait pas avant Cauchy). 

(**) Il est piquant que cette formule suive, a une page de distance, un 
passage ou Euler met en garde contre l’usage inconsidere des series diver- 
gentes ! 



158 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE chap. V-VI 
avec k, il n’en reste pas moins que, pour une valeur fixe de /c, la somme 

k 

partielle s A .(rc) = ^2^ u h (n) donne un developpement asymptotique 

(pour n tendant vers -f oo) de la fonction « representee » par la serie, 
d’autant plus precis que k est plus grand. 

Dans la plupart des calculs de rAnalyse classique, il est possible 
d’obtenir une loi generate de formation des developpements asympto- 
tiques d’une fonction, ayant un nombre de termes arbitrairement grand ; 
ce fait a contribue a creer une confusion durable (tout au moins dans le 
langage) entre series et developpements asymptotiques ; si bien que 
H. Poincare, lorsqu’il prend la peine, en 1886 (VIII), de codifier les 
regies elementaires des developpements asymptotiques (suivant les 
puissances entieres de i/x au voisinage de -f 00 )» emploie encore le voca- 
bulaire de la theorie des series. Ce n’est guere qu’avec l’apparition des 
developpements asymptotiques provenant de la theorie analytique des 
nombres que s’est enfm op6ree la distinction nette entre la notion de 
developpement asymptotique et celle de serie, en raison du fait que, 
dans la plupart des problemes que traite cette theorie, on ne peut 
obtenir explicitement qu’un tres petit nombre de termes (le plus souvent 
un seul) du developpement cherche. 

Ces problemes ont aussi familiarise les mathematiciens avec l’usage 
d’^chelles de comparaison autres que celle des puissances de la variable 
(r^elle ou entiere). Cette extension remonte surtout aux travaux de 
P. du Bois-Reymond (VII) qui, le premier, aborda systematiquement 
les problemes de comparaison des fonctions au voisinage d’un point, 
et, dans des travaux tr&s originaux, reconnut le caractere « non archi- 
medien » des echelles de comparaison, en rneme temps qu’il 6tudiait 
de fa^on generale l’integration et la derivation des relations de com¬ 
paraison, et en tirait une foule de consequences interessantes (VII 6). 
Ses demonstrations manquent toutefois de clarte et de rigueur, et c’est 
a G. H. Hardy (IX) que revient la presentation correcte des r^sultats 
de du Bois-Reymond : sa contribution principale a consiste k recon- 
naitre et demontrer l’existence d’un ensemble de « fonctions elemen¬ 
taires », les fonctions (H), ou les operations usuelles de 1’Analyse (no- 
tamment la derivation) sont applicables aux relations de comparaison (*). 


(*) Il n’entrait pas dans notre propos de developper dans ces chapitres 
les methodes qui permettent d’obtenir des developpements asymptotiques 
de fonctions se classant dans certaines categories particuli&res, comme par 
exemple certains types d’integrales dependant d’un paramdtre, qui inter- 
viennent frequemment en Analyse ; sur ce point (et en particular sur les 
importantes methodes de Laplace et de Darboux) le lecteur pourra consulter 
le livre cite de Hardy (IX), qui contient une bibliographic tr6s complete. 
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CHAPITRE VII 


LA FONCTION GAMMA 


§ 1. — La fonction gamma dans le domaine rdel. 

1. Definition de la fonction gamma. 

Nous avons defini ( Ens chap. Ill) la fonction n\ pour tout 
entier n > 0, comme egale au produit II (n - k) ; on a done 

0! = 1, (n -f- 1)! = (n -f l).rcl pour n ^ 0. Nous poserons 
I (n) = {n — 1)! pour tout entier n ^ 1 ; nous nous proposons 
de dSfinir, dans Pensemble des nombres r6els x > 0, une fonction 

continue T(x), prolongeant la fonction T dSfinie sur l’ensemble 
des entiers 1. 

II est clair qu’il existe une infinite de telles fonctions ; comme 
on a la relation I (n + 1) = /*r(rc) pour tout entier 1, nous 
nous bornerons a considered parmi les fonctions continues qui 
prolongent T, celles qui pour tout x > 0 satisfont a liquation 

(!) f(x+l) = xf(x). 

Pour qu’une solution de cette Equation soit un prolongement de 
r(n), il faut et il suflit qu’on ait en outre /*( 1) = 1. 

Si f satis fait a (1), pour tout n entier 1, on a, par recurrence 
sur n 

(2) f(x -f n) = x(x + 1) (x + 2)... (x + n - i)f(x) 

pour tout x > 0. Cette relation montre en particular que les va- 
leurs de f dans un intervalle )n, n + 1) (n entier ^ 1) sont d6ter- 
min^es par ses valeurs dans l’intervalle )0,1). Inversement, soit 
<p une fonction continue dans )0,1), satisfaisant aux seules condi¬ 
tions cp(l) = 1, lim a^(a;) = 1 ; pour tout entier 1, dSfinissons f 

par la relation 

f(x) = (x - 1) (x - 2)... (x - n)f{x - n) 
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dans 1’intervalle n + 1) ; il est clair que f est continue dans 
JO, + co(, satisfait a l’equation (1), et prolonge r(n). 

Si f est une solution continue de (1) et prend des valeurs > 0 
dans )0,1), elle prend des valeurs >0 dans )0, -f- oo( d’apres (2) ; 
la fonction g(x) = log f{x) est done definie et continue dans 
)0, -b co( et satisfait dans cet intervalle a l’equation 

(3) + 1) - g(x) = log z. 

Si g x est une seconde solution continue de (3) dans )0, -j- oo(, et 

si k = g 1 -g 1 on a h(x + i)-h{x) = 0 pour tout x>0; autrement 
dit, h est une fonction continue periodique de periode 1, definie 
dans )0, + oo( ; inversement, pour toute fonction h de cette na- 
ture, g + h est une solution continue de (3). 

Proposition 1. — II existe une fonction convexe et une seule g, 

definie dans )0, + oo(, satisfaisant d Vequation (3) et prenant la 
valeur 0 pour x = 1. 

Montrons d’abord que s’il existe une fonction g satisfaisant aux 
conditions de l’enonc6, elle est bien determine dans l’intervalle 
)0, 1), et par suite dans tout l’intervalle )0, + oo(. En elfet, pour 
tout entier n > 1, la pente de la droite joignant le point (n, g(n)) 
au point (x, g(x)) est fonction croissante de x, puisque g est con¬ 
vexe (chap. I, § 4, prop. 5) ; on doit done avoir, pour 0 < x < 1 

~ + x) - g(n) g( n -f 1) _ g( n ) 

(n - 1) - n (n + x)- n ^ (ra + 1) - n 

e’est-a-dire, d’apres (3) 

(4) x log (n - 1) < g( x +n)~ g(n) < a: log n. 

Or, d’apres (3), on a 

g(x +n)- g(n) = g(x) + log x + (log (x + k) - log k). 

D’autre part, on peut 6crire log n = Slog * , done l’in6- 
galite (4) s’6crit A ~ 1 

n-1 


x ^2 log k^~l ^ g( x ) + log X 


+*§ (x + k - 1) - log (A; - 1)) < * 23 log * . 

Ar = 2 & k-l 


k=2 

Bourbaki XII. — 11 
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Posons, pour tout n ^ 2 

(5) u n (x) = X log ——-^r - log (x + n - 1) + log ( n - 1) 

\ ft L 

et 

n 

gn(x) = - lOg X + fc 2 U*(Z). 

Pour 0 < x 1, on a done 



g n {x) - X log 


n 


n- 1 


< £( 2 ) < g„(x). 


Comme log 


n 

n - 1 


tend vers 0 lorsque n tend vers -{- oo, on d6duit 


de (6) que si la solution g existe, elle est n6cessairement 6gale, 
dans )0, 1), a la limite de g„(x). 

Or, on tire aussitot de la relation (5) que, pour tout x fixe et 
> 0, on a 






x(x-l ) 
2 n 2 


lorsque n tend vers oo, ce qui prouve que la s6rie de terme g6- 
n6ral u n (x ) converge pour tout x > 0. Chacune des fonctions u„(x) 
etant convexe dans )0, -f oo(, ainsi que - log x, la fonction 

QO 

g{x) — - log X + 2 u n (x) est convexe dans cet intervalle (chap. I, 

n = 2 

§ 4, prop. 2 et 4) ; enfin, on a K n (l) = 0, d’ofi g(l) = 0, et 


Un(X + 1) = tW(z) + -I^log ~ l0 8 

d’ofi 

co 

gix + 1) = - log (x + 1) + x log 2+2 Unix) = log x + gix ); 

n = o 

autrement dit, g satisfait a liquation (3). 

C• Q. F« D• 



Definition 1. — On dtsigne par T(x) la fonction > 0 difinie 
dans V intervalle )0, + oo(, satisfaisant d Viquation 

(7) T(x + 1) = xT(x), 

telle que r(l) = 1 et que log T(x) soit convexe dans )0, + oo(. 
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2. Propri&t&s de la fonction gamma. 

Proposition 2. — Pour tout x > 0, on a 


( 8 ) 


r(z) — lim 


n z .n\ 


(formule de Gauss), et 


n — ► » x(x -f- 1) . . . (x -f- n) 


(9) 


r(x) = en x - II 

a 


n 


Xn = \ x 

1 + ^ 
n 


Oil y dtsigne la constante d'Euler, el le produit infini du second 

membre de (9) est absolument et uniformement convergent dans tout 

intervalle compact de R ne contenant aucun entier < 0 (formule de 
W eierstrass). 

La fonction T(a;) est indefiniment derivable dans 10 + oof et 
on a * ’ ' 


( 10 ) 


et 


n*) 

r(x) 




1 


x n =i \n x -f n 


( 11 ) 


les senes qui figurent aux seconds membres de (10) et (11) dtant abso¬ 
lument et uniformement convergentes dans tout intervalle compact 
ne contenant aucun entier < 0. 

En eflet, la demonstration de.la prop. 1 montre que 

n x (n - 1)! 


r(x) = lim 


n —>• oo 


x(x + 1). . . (x -f n - 1) 


d’od la formule de Gauss, puisque ~~ tend vers 1 lorsque n 
tend vers -f- <*>• On peut aussi ecrire 


log 




done (avec les notations de la prop. 1) 


exp ( u n (x)) 


x (log-—— — \ pH — 

= e \ s n~l n-i) e 


1 + 


1 

X 


n - 1 
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et la s 6 rie de terme general log 


n 


1 


est absolument con¬ 


n -1 n - 1 

vergente et a pour somme - 7 , od 7 d 6 signe la constante d’Euler 
(chap. V, § 4, n° 2), d’ou la formule de Weierstrass. 

1 


Pour 

x \ a, on a 

1 



{x -f n) k 


< ^ _ ^y - des que n > a, done la 

s 6 rie du second merabre de ( 11 ) est absolument et uniformement 
convergente dans tout intervalle compact de R ne contenant 
aucun entier <1 0 , quel que soit rentier 2 ; le meme raisonne- 
ment s’applique a la serie du second membre de ( 10 ), puisque 


1 

n 


1 


x + n 




a 


n(n - a) 


pour | a; | ^ a et n > a. Comme ces series 


s’obtiennent en derivant terme a terme la serie 


log F(r) = - yx- 



x lx 

qui converge pour tout x > 0 , la serie de terme general - - log ( 1 - 1 — 

71 V 71/ 

est absolument et uniformement convergente dans tout inter¬ 
valle compact contenu dans ( 0 , -}- oo(, et on a bien les relations 
(10) et (11) pour tout x > 0 (chap. II, § 1, th. 1). D’ailleurs, pour 



tout X e R, ^ - log ^1 



est defini des que n est assez grand, 


done le th. 1 du chap. II, § 1, montre encore que le produit infini 
du second membre de (9) est absolument et uniformement con¬ 
vergent dans tout intervalle compact ne contenant aucun 
entier 0 . 


La fonction r(x), definie pour x > 0, peut se prolonger a tout 
Fensemble des points x distincts des entiers ^ 0 de fa$on a satis- 
faire a l’equation (7) dans cet ensemble : il suffit, pour 
- (n -f 1 ) < x < - rc, de poser 

r(x) = i(F+1) .*.(*+n) r{x + n + 1} - 

D’apres la prop. 2, les formules ( 8 ), (9), (10) et (11) sont encore 
valables dans cet ensemble. La formule (9) montre que T(a:) ~ - 

X 

lorsque x tend vers 0, d’ou, d’apres (7), 





(~l) n 

n ! (x -f- n) 
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lorsque x tend vers — n (n entier 0). La fonction peut done 

1 (x) r 

etre prolongee par continuity a R tout entier, en lui donnant la 
valeur 0 aux entiers < 0 ; on a alors, pour tout xe R 


( 12 ) 

et 


_1 _i;_ x(x+ 1). . .(x-f -n) 

T(x) “Too JfTTl - 


(13) — = e* x x. ft (l+~\ " 

I ( x ) n=i \ r nj 

et on montre comme dans la prop. 2 que le produit infini du second 
membre de (13) est absolument et uniformement convergent dans 
tout intervalle compact de R. 



Comme T(a:) > 0 pour x > 0, l’equation (7) montre que l’on a 
r (*)<0 pour - (2re - 1 ) < a: < - (2n - 2) et T(x) > 0 pour 
- 2re < x < - (2rc - 1) (n entier > 1) ; r(a:) a pour limite a droite 
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4- oo aux points - 2rc, - oo aux points - (2 n + 1), pour limite 
a gauche - oo aux points - 2 n } co aux points - (2 n + 1) (pour 
tout n e N). La formule (11) montre que, pour k = 2, le second 
membre est toujours >0 lorsqu’il est defini, done 

r WW - (H*)) 2 ^ o, 

et par suite r"(x) a le signe de T(a;) ; T est done convexe pour 
x > 0 et pour - (2 n + 2) < x < -(2 n + 1), concave pour 
- (2n -f 1) < x < - 2n (n e N) ; on en deduit que, dans les inter- 
valles ou T est convexe, r'(a;) croit de - co a -f co, et, dans les 
intervalles ou T est concave, r'(x) decrolt de + co a - co. D’ou 
la courbe representative de T (fig. 1). 

3. Les integrates euteriennes. 

Nous dirons pour abreger qu’une fonction f dEfinie dans un 
intervalle I c R et > 0 dans cet intervalle, est logarithmiquement 
convexe dans I si log f est convexe dans I. La definition de r(x) 
montre done que cette fonction est logarithmiquement convexe 
dans )0, + co(. 

II est clair que le produit de deux fonctions logarithmiquement 
convexes dans I est logarithmiquement convexe dans I. En outre : 

Lemme 1. — Soientf et g deux fonctions >0 et deux fois diri- 
vables dans un intervalle ouvert I. Si f et g sont logarithmiquement 
convexes dans I, f + g est logarithmiquement convexe dans I. 

En effet, la relation D 2 (log f{x)) 0 s’ecrit f{x)f"{x) - ( f'(x )) 2 ^ 0. 
Nous sommes ramenes a montrer que les relations a 0, a’ ^ 0, 
ac - b 2 ^ 0 , a'c' - b' 2 ^0 entrainent (a + a')(c + c') - (b -f- b ') 2 0 ; 
or, les relations a 0, ac - b 2 ^ 0 Equivalent au fait que la 
forme quadratique ax 2 -f- 2 bxy -f cy 2 est ^ 0 dans R 2 , et il est clair 
que si ax 2 -f- 2 bxy -f- cy 2 ^ 0 et a'x 2 2b'xy + c'y 2 ^ 0 dans R 2 , on 
a aussi {a + a')x* + 2 (b -f b')xy (c + c')y 2 ^ 0 dans R a . 

Lemme 2. — Soit f une fonction numerique finie et > 0, definie 
et continue dans le produit I x J de deux intervalles ouverts dans R 
et telle que , pour tout t e J, la fonction x -> f(x, t) soit logarithmique¬ 
ment convexe et deux fois derivable dans I. Dans ces conditions , si 

pour tout xel, Vintegrate g(x) = Cf{x,t)dt est convergente , g 

i/ J 

est logarithmiquement convexe dans I. 
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Montrons d’abord que, pour tout intervalle compact Kc J, la 
fonction g K (x) =J^f(z,t)dt est logarithmiquement convexe. 
En effet, si K = (a, 6), la suite des fonctions 

sJx) = ^ir3o f { x ' a + k ~tr) 

converge simplement vers g K (x) dans I (chap. II, § 1, prop. 5), 
done log g n converge simplement vers log g K ; d’apr&s le lemme 1, 
log g n est convexe dans I, done (chap. I, § 4, prop. 4 ) il en est 
de meme de log g K . 

D’autre part, g est limite simple des g K suivant l’ordonne fil- 
trant des intervalles compacts contenus dans I (chap. II, § 2, 
n° 1), done log g est limite simple des log g K ; ces dernieres 
fonctions 6tant convexes dans I, il en est de meme de log g (chap. I, 
§ 4, prop. 4). 

On montre facilement que les lemmes 1 et 2 sont encore valables 
lorsque l’on n’y suppose plus les fonctions deux fois d 4 rivahles 
(exerc. 4). 

Lemme 3. — Soit cp une fonction continue et > 0 dans un inter¬ 
valle ouvert J contenu dans (0, -j- co(. Si I est un intervalle ouvert 

tel que Vinttgrale g(x) —^~ 1( ^{t)dt soit convergente pour tout 

Xe g est logarithmiquement convexe dans I. 

En effet, log t?~ x = (x - l)log t est une fonction de x qui est 
convexe et deux fois derivable pour tout t > 0, done le lemme 2 
est applicable. 


Proposition 3. — Pour tout x > 0, on a 

( 14 ) T(x) =J^ e'rtl 

{seconde integrate eulerienne). 


X OO 

e-'f-Ht est definie pour tout 

x> 0 (chap. V, § 3, n° 2) ; le lemme 3 montre done qu’elle est 
logarithmiquement convexe dans )0, + oo(. D’autre part, en in- 
t 6 grant par parties, on a 


g(X + 1} = Jo e ~ tfdt = ■ e ~* f If + x f~ ***** = Xg(x). 
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Autrement dit, g est une solution de liquation (1) ; enfin 

X OO 

e~*dt = 1 ; la proposition r6sulte done de la prop. 1. 


Par le changement de variable er x — «, on dgduit de (14) la 
formule 


(15) 


'■« -x ("* r* 


De raeme, par le changement de variable u — t?, il vient 


xY(x) 


-f. 


r‘ liz dt 


ou encore, en tenant compte de ( 1 ) 


(16) 


r ( 1+ i )-I 


i **dt 


et en particular, pour x = 2 


(17) 


r © = 2 r ® = C e -“ dt - 


Proposition 4. — Pour x > 0 et y> 0, Vintigrale 

B (x,y) = [Vm-ty-Ht 

Jo 

(premiere integrate euUrienne) a pour valeur 

(IS) B(x,y) = ^m y 

En effet, l’int6grale est convergente pour x > 0 et y > 0 (chap. 
V, § 3, n° 2). D’apres le lemme 3, la fonction x->B(x, y) est 
togarithmiquement convexe pour x > 0. D’autre part, on a 

B(* + 1, y) =J\ 1 - dt 

d’oft, en integrant par parties 


+ if -Jo' <* - T'o^p - if? «*■ »'■ 

II en rSsulte que f(x) = B(x } y)T(x + y) satisfait 4 Pidentitt (1). 
D autre part cette fonction est logarithmiquement convexe, 
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comme produit de deux fonctions logarithmiquement convexes. 

Enfin, on a f(l) = B(l, y)T(y + 1), et B(l, y) = P (1 - tf^dt = -, 

Jo y 


1 


d’ou f( 1) = -F(y + 1) = r(y). La fonction est done 6 gale a 

y M y) 

i(x) d’apr^s la prop. 1 , ce qui demontre (18). 


Par le changement de variable t = * Ia formule (18) de 

vient 


(19) 


r 

Jo (1 + K 


tr v at - r(x + y) 


et par le changement de variable t = sin 2 cp. 


( 20 ) 


71 

2 


Jo 3in ""' 9 


1 . 


Si, dans cette derniere formule, on fait x = y = il vient 

( 21 ) r(J) = y/Z 

d’ou, en vertu de (17) 


( 22 ) 


f 0 = 


D’apres la relation (7), on a pour T(a;), au voisinage de 0, le 
dGveloppement asymptotique 

(23) i» = 1 n* +1) - !+r'(i) 

X x 

+ ~ r"(l)x +... + J 1 r<”>(l)z"-i + 0(3*). 

De meme, pour tout y fixe et > 0, on peut ecrire 

1 _ 1 
r (*+y) ~F{y) + 


(r (y)) x 


1 / 1 
+ i D 2 i 


2 ! ~ VJFfojr + '" + 7Ti D trfe )y + 

et la formule (18) donne done, pour y fixe, le d^veloppement 
asymptotique au voisinage de x = 0 


1 dP 1 


(24) B(*, + (V'(l) - W) 


+ 


(PW _ r'(l) 


r (2/) 


+ 
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D’autre part, pour x > 0 et y > 0, on a 


(25) B(*. y) =£ (r» + * = i +I 1 dt. 

La fonction <p(t) = ---- est continue dans l’intervalle com¬ 

pact (0,1) ; comme 

t* = = 1 + * log t + |J(Iog 0 2 + • • • + — (log *)" + r n (x, t) 


avec | r n (z, 0 | ^ 


a? 1+1 


log t | n+1 (puisque log t < 0 et a; > 0 ), 


( n + 1)1 

la formule (25) donne pour B(#, y) le d^veloppement asymptotique 
au voisinage de x = 0 

B(^, y) = - 4 <p(t)dt -f- xj y(t) log tdt - 


+ 


?W dog o-A + 0,(3^*). 


Pour « = 1 , Identification de ce d 6 veloppement 4 (24) donne 
en particular 


r'd) - 


EM 

r (y) 


=r 

Jo 


(l -ty-'-i 


dt. 


D’ailleurs la formule (10) donne T'(l) 
(integrate de Gauss) 


_ HI) 

HI) 


= -y, done 


(26) 


r'W 

F(x) 


+ v = f 1 - (i - tr l 

Jo t 


dt. 


If 1) Soit g(x) une fonction r 6 gl 6 e et > 0 dans 


Exercices. — 

)0, + oo(. 

a) Soient u et v deux fonctions croissantes dans )0, -|- oo( 
telles que u(x + 1) - u(x) = v(x + 1) - v ( x) = g{x) pou ’ r tout 
x > 0. Montrer que si w = u - v, on a 

0 I «’(y) - «’(*> I < inf g(a) 

(remarquer que pour a < s < y < a + 1, on a u(y) - u(x) < g(a)) 
En particular, si inf g(x) = 0, il existe au plus une solution crois- 

X ^ U 

sante de liquation u(x + 1) - „(*) = g(x) prenant une valeur 
donnee en un point donn6. 

b) On suppose que g est decroissante dans Jo, -f- oo(. Montrer 
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que la serie cp(z) = - g(x) -f- 2 ( g(n) - g(x -f w)) est absolument 

n= 1 

et uniformement convergente dans tout intervalle compact con- 
tenu dans )0, + oo( ; si X = lim g(x ), la fonction u(x) = y{x) 4- kc 

x —> + 00 

est une solution croissante de liquation u(x -f 1 ) - u(x) = g(x). 
Montrer que pour toute solution croissante v de cette equation, 
on a v{y) - v(x) ^ y(y) - v{x) pour 0 < x <C y. Quelle est l’en- 
veloppe superieure (resp. inferieure) de l’ensemble des solutions 
croissantes de liquation u(x + 1 ) - u{x) = g(x) prenant une 
valeur donnee en un point donn 6 ? Montrer que, pour que cet 
ensemble se reduise a un seul Element, il faut et il suffit que X = 0. 

c) Montrer que si g{x) est croissante et > 0 dans ( 0 , + co(> 
il existe une infinite de solutions croissantes de liquation 
u(x + 1 ) - u(x) = g(x) qui prennent une valeur donn 6 e en un 
point donne. 

d) Soit 400 la fonction definie dans )0, -f- oo( par les condi¬ 
tions : 400 = 0 pour 0 <J#*< 1 , 400 = 1 pour 1 x < 2, 

400 = n pour n - 1 + 


< * < rc + (rc > 2) 


soit 


g(x) = 40* -f- 1) - 400- Montrer que 4 est la seule solution crois¬ 
sante de liquation u(x -f 1 ) - u(x) = g(x) telle que w(l) = 1 . 
IT 2 ) Soit g une fonction continue et croissante dans ) 0 , + oo(. 

a) Montrer que si lim.inf g{x)/x = 0, il existe au plus une solu- 

X —► -f- OO 

tion convexe de liquation u(x -f 1 )- u(x) = g(x) prenant une 
valeur donnee en un point donne (remarquer que pour tout A > 0 , 
la fonction v{x) = u(x 4- A) - u(x) est une fonction croissante 
satisfaisant a liquation v(x 4- 1) - v{x) = g(x 4 - A) - g(x), et 
appliquer l’exerc. 1 a)). • 

b) Montrer que si g est concave dans )0, 4~ co(, il existe une 
solution convexe de l’equation u(x 4 - 1 ) — u{x) = g(x) ; pour qu’il 
existe une seule solution convexe de cette equation prenant une 
valeur donnee en un point donne, il faut et il suffit que 

lim g(x)/x = 0 (cf. exerc. 1 6 )). 

x — 

c) On suppose d&sormais que g est croissante et concave dans 
)0, 4- et que lim g{x)/x = 0. Pour tout couple de nombres 

X —>* -f- CO 

h 0 , k > 0 , et toute fonction numerique finie / definie dans 
) 0 , 4 - oo (, on pose 

A(/(x) -h,k) = ± h l ~ f(x) - fig I - 4 ~ *) 


pour x >• k. Montrer que si u est une solution convexe de liqua¬ 
tion u(x 4- 1) — u{x) = g(x ), on a lim &(u(x ); A, k) = 0 quels 

x—y -f- oo 
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que soient h > 0 et k > 0 (utiliser l’expression de u' d tir6e de 
l’exerc. 1 b)). 

d) Avec les notations de c), montrer qu’il existe une constante a 
telle que l’on ait u{x) = v(x) -f a, avec 

=£ g(t)dt - ^g(x) + h(x) 

oil on a pos6 
00 

R( 2 :)= „?o A(x+,l) ' h{x)= J x 5 (^+ 1 ) + g(s)); 

en outre, on a 

0 ^ **(*) <g(g(* + i[) -$(*))• 

(Remarquer que v{x + 1) - v(x) = g(x), et que 

lim \(v(x ); h, k) = 0 quels que soient h > 0 et k > 0). 

3) a) Soit g une fonction defmie et admettant une derivee 

Wm e continue dans )0, + co(, telle que g<*) soit decroissante 
dans cet intervalle et que lim g(*)(*) = 0. Montrer qu’il existe 

une solution et une seule u de l’equation u(x -f 1) - u(x) = g(x) 

qui adme tte dans )0, -f co ( une derivee &-fcme croissante et prenne 
une valour donn4e en un point donne (utiliser l’exerc. 1 b)). 

b) Soit a un nombre reel quelconque. Soit S a la fonction definie 
dans JO, + oo(, satisfaisant k la relation 

S a (a; + 1) - S a (x) = x a 

telle que S a (1) = 0, et en outre telle que la derivee de S a d’ordre 

egal A la partie entire de (a -f 1)+ so it croissante (fonction qui 
est unique d’apr&s a)). Montrer que Ton a S' a (*) - (1) = aS a ^x). 


4 ) 


+ Sa ( £ y^) + -" 


+s *( : 


) ~ a s«(*) + c. 


X + P - 1 
p 

pour tout entier p ^ 1, oil C, est une constante qui, lorsque 

( \ \ Q' /4\ 

— - 

§ 2, exerc. 3). 


t-. + id) 

P 1 (cf * § 2 » P ro P- 2 et chap. vi, 



Montrer que la fonction f(x) = 



est la seule 
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solution convexe de 1’equation u(x + 1) = 


1 

xu{x) 


(remarquer que 


cette equation entraine u{x + 2) = ^-j-ju{x), et appliquer 
l’exerc. 1 a)). 

5) Gen^raliser les lemmes 1 et 2 aux fonctions logarithmique- 
ment convexes quelconques (cf. chap. I, § 4, exerc. 2). Montrer 
que toute fonction logarithmiquement convexe est convexe. 

6) Soit = V'(x)/r(x) ; pour tout entier q > 1 et tout 

entier k tel que 1 demontrer les forraules 



(utiliser la formule (9)). 



§ 2. — La fonction gamma dans le domaine complexe. 


1. Prolongement a C de la fonction gamma. 

Reprenons la formule de Weierstrass qui donne Pexpression de 
l/r(x) pour tout x reel 


( 1 ) 


m = Xeyx & ( 1 +£) e ~" 


et considerons le produit infini de terme general ^1 ", pour 


z complexe quelconque. On peut ecrire e " == 1 - — 4 - h(z) 

n v 


Z 

n 


avec U(z)| (chap. Ill, § 2, formule (8)), d’oii 


avec | v n {z) | < 



\ 

+ ~J e " = 1 + P„(z) 


2~(1 + M)) ; le produit infini consider^ 


est done absolument et uniformement convergent dans toute partie 
compacte de C ; en outre, sa valeur n’est nulle que pour les points 

z ~ ~ n (Top. gen., chap. IX, App., cor. duth. 2). En raison de la 
formule (1) on pose, pour tout z complexe 
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La fonction r(z) est ainsi dSfinie pour tout point ze C distinct 
des points -n (weN); elle est continue dans cet ensemble, et au 

(— l) n 

voisinage de -n, on a (z -f n)r(z) ~ -— f- La formule (2) montre 

T\ 1 

que l’on a r(z) = r(z) pour tout z distinct d’un entier nSgatif. 

Le raisonnement qui permet de passer de la formule de Gauss 
(§ 1, formule (8)) a la formule de Weierstrass, repris en sens in¬ 
verse, s’applique aussi pour z complexe, et montre que, pour tout 
z ^ - n (ne N), on a 



T(z) = lim 



n*. n ! 

z(z + 1).. .{z -f n) 


en convenant de poser n z = e zIo * n . Comme on a 


n* +1 . n ! 

( z "f - 1) ( z 2).. . (z -f- n + 1) 


z. 


n 


n* .n\ 


n + 1 + z z(z + 1)... (z -f- n) 


on a encore, en passant a la limite, liquation fonctionnelle fonda- 
mentale 


(4) r(z + 1) = zT(z) 

pour tout Z^-rt(reeN). 

Soit p un entier > 0 quelconque, et K p le disque ouvert | z\ <. p ; 


pour tout 2 e K p et tout entier n> p, 1 + - n’est pas un nombre 

n 


ce qui 


reel negatif, done log^l + ^j est defini, et il r6sulte de 

precede que la s6rie de terme general log ^1 + - - ( n > p) est 

normalement convergente dans K p ; il en est de meme des series 
obtenues en derivant un nombre quelconque de fois le terme gen6- 


ral, puisqu’on a 


1 


1 


n z + n 




et 


1 


(z + n) k 




(n - p) k 


n(n - p) 

(■ k> 1) pour z e Kp et n > p. On voit done (cf. chap. II, § 3, 
remarque 2 suivant la prop. 3) que T(z) est indtfiniment derivable 
en tous les points z e C distincts des points - n, et on a en ces points 


(5) 


F '(z) 

r(z) ~ y 


- y - l -+tn _L_\ 

z n=i\n z+ n) 


( 6 ) 




= 2 (- 

n = 0 (z -f- n) k 


pour k ^ 2, 


les series des seconds membres de (5) et (6) 6tant normalement 
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convergentes dans tout ensemble compact contenu dans C et ne 
contenant aucun entier 0. On peut ecrire en outre 



log T(z) = — ; z — 



(mod. %li) 


en convenant que lorsqu’un logarithme, dans cette formule, porte 
sur un nombre reel n^gatif, il a l’une ou 1*autre des deux valeurs 
limites (differant de 2ni) de log z en ce point ; la s6rie du second 
membre de (7) est alors normalement convergente dans tout 
ensemble compact contenu dans C et ne contenant aucun entier 
< 0 . 


2. La relation des complements et la formule de multipli¬ 
cation de Legendre-Gauss. 


On tire aussitot de la formule (2) que, pour tout z e C 


=-z*n 11 - 


2 


r(z)n- Z) n=l\ n 

Or, le d6veloppement eul6rien de sin z (chap. VI, § 2, th. 2) montre 

que z IT ^1 - ^ sin nz ; tenant compte de Inequation fonc- 

tionnelle (4), on voit done que : 


Proposition 1. — Pour tout z complexe , on a 


( 8 ) 


p/ \p/i v — sin tzz 

r<z)r(i - z) r. 


(relation des compliments). 


Corollaire. — Pour tout t riel , on a 


(9) 


( 10 ) 


|r<i> »i -VtI 

r (l + u ) I- v/ar; 


Tit 


(t^O) 


En effet on deduit de (8) que F(ii)r(- it) = 


m 


71 


t sin nit t sh nt 


et on a T(- it) = T(it ); de meme, (8) donne 

r (a + “Ma - a ) - . y 


n 


n 


cos nit ch nt 
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et on a 


r (H - r G+* 


Soit raaintenant p un entier > 0 quelconque, et consid6rons le 
produit 


m = r( 




)- r ( 


z-\- p 


P I \ P J \ P 
D’apr&s (3), pour tout z^- n (nsN), f(z) est limite du produit 

2+1 z +2 


n p n\ 


n p n\ 


z+iv* + i +1 y_/5+i + ^ ^*+2y«+2 


P 

2+ p 

n p n\ 



M 


z + 2 


+ 



*+ 


p+i 




n 2 p<' 1 + 1 >P(ttl)P 

z+ P +n \ (z+l)(z+2)...(z + (w+l)p) 


et en particular f( 0) est limite du produit 

P+1 

n 2 p( n +^P(n\)P 

ttn + i)p)\ 

d’oti resulte que f{z)/f( 0) est limite de 

_ n'((n + l)p)l _ 

( z ~+~ l)( z + 2).. . (z -f- (n + 1)/?) 


= zp 


n 


((/i + l)p)'((w + l)p) l 


n + 1/ z(z + 1)(* + 2).. . (z + (n + 1 )p) 
ce qui, d’apres (3), donne 

(ID f(z) = flO)zprT(z). 

Mais on peut 6crire 

rm = S r®-Ir(i-J) = v/Sr 


k = l 



ni-- 

p 


puisque f{ 0) > 0 ; la relation des complements donne par suite 


m = 



sin 


kr. 


et comme le produit du second membre est egal a (chap 
§ 2, cor. 1 de la prop. 1), on voit finalement que : 


VI, 
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Proposition 2. — Pour tout nombre complexe z distinct d'un 
entier 0 et pour tout entier p > 0, on a 




p -1 i 

(2tt) ^ p*~ z Y(z) 


(formule de multiplication de Legendre-Gauss). 


Proposition 3. — Pour tout nombre reel x> 0, on a 

J log Y(t)dt = x(log x - 1) -f- i log 2n 
(integrale de Raabe). 

Demontrons d’abord la formule (13) pour x = 0. Comme 

log T(x) ~ log | lorsque attend vers 0, l’integrale J *log T(x)dx est 

convergente. En outre, dans )0, 1), la fonction log T(x) est d<§crois- 
sante (§ 1, n° 2) ; pour tout a > 0, on a done 

l *5, lo s r (^) <f log n x)dx. 


n 


X 

X 


lorsque n tend vers + co (chap. II, § 1, prop. 5), on a 

f log r(a;)(te = lim - 21 log iY-V 
Jo ™ n k — \ & \n 


Mais, d’apres (12), le second membre de cette formule est limite 

_ A 4 


de^ 1 °g27r-i 1 ^, d 


n 


’ou 


(14) 


J Q log T(x)dx = 1 log 2?r. 


Remarquons maintenant que, de I’identite 

log r(x + 1) = log T(a:) + log x 
on deduit, en integrant, pour x > 0 

JT log r(i + *)* = J o log r(t)dt +JJ log t dt. 

Bourbaki XII. — 12 
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rx+\ 

Mais l’intSgrale du premier membre est aussi 6gale a I log T (t)dt. 

On a done, d’apr^s (14), 



3. Le d&veloppement de Stirling . 

Soient x et y deux nombres complexes non situ6s sur le demi- 
axe r6el negatif ; d’apres la formule (3), et avec les conventions 
du n° 1 concern ant les logarithmes, logr(z)-log T{y) est congru 
modulo 2 t u a la limite de l’expression 

n . 

(15) (x - y) log n + 2 (log (y + k) - log (x + k)). 

A - v 

Posons f(t) = log (y + t) - log (x + t) ; nous allons appliquer 4 la 
fonction flu formule sommatoire d’Euler-Maclaurin (chap. VI, § 3, 

n° 1) 

f( 0) + f( 1) -f-+ f(n) = f + f(t)dt - ^{f(n + 1) - A®)) 

+ 1 ^ +1) - r- ij (0))+Tp(re) 

avec 

(16) | T» | < I f ,2p+1) («) | du. 

Comme A”°(0 = (-1 )**<»-1)' ( (y + ~ {x + t 'j s). /^OM-l) 

tend vers 0 lorsque n tend vers co, pour tout k 1 ; il en est 
d’ailleurs de meme de 

f(n + 1) = log (l + - log (l + 

D’autre part, on a 

f n+ log(x + t)dt = (x + n + 1) (log (x + n + l)-l)-a:(logx-l); 


lorsque n tend vers + co, on a le d^veloppement asymptotique 
(x + n) (log (x -j- n) - 1) = n log n - n + x log n -f- 0 
Portant dans Pexpression (15) on voit finalement que, lorsque n 
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tend vers +oo, T p (n) a une limite R v {x,y) et que Pon peut 
6crire log r(x) - g{x) = log T{y) - g(y) + R p (*, y) (mod. 2 r.i) 

en posant 

(17) ^)= aJ logx-x-^log a; +J i 2^ T j^ I . 

Nous allons maintenant evaluer une borne superieure de R p (#, y) 
a l’aide de l’inegalitS (16), en supposant que x et y soient tous deux 
dans la partie H A de C definie par la relation « S\(z) > A ou 
I 3(z) | > A », oti A est un nombre > 0 arbitraire (fig. 2). Remar- 



quons pour cela que si x = 5 + it avec s > A, on a \ x + u\ ^ A + u 
pour tout u > 0 et par suite 

r +t _ du_ ^ C~ du 1 

Jo I x + u l 2 ^ 1 (A+b)^ 1- ^- 

De meme, si(t|>A, on a \x + a| = | s + u + it\ > */A 2 + (s + uY 
pour tout u reel, d’oti 


r n+i dll 
Jo \x -f- u\ 2 P + l 




(A 2 + u 2 ) 





(1 + v*) P+ 



2 
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On voit done que, lorsque x et y sont dans H A , on a 

I R,(*. v)\ 

oil C p ne depend que de p. Soit alors ft le filtre ayant pour base les 
ensembles H A ; le critere de Cauchy montre que, suivant le filtre ft, 
la fonetion log T{z) - g(z) a une limite finie 5 (modulo 2m) et que, 
si on pose w(z) = max (5\(z), |3(z)|), on a 


( 18 ) 


log n*) - g(z) - 5 = 


(mod. 2m). 


Pour x reel et > 0, on a T(x) > 0, et g(x) est reel, done on peut 
supposer 5 reel, et on a 

log Hz) = g(x) + 5 + 

Nous allons en d^duire la valeur de la constante 5 ; d’aprfcs la 
prop. 2, appliquee pour p = 2, on a, pour x reel tendant vers -J- oo 

-2“ l0 « 2"2 + 2 l0g “2 - 2 f" 2o — 

= x log x - x - ^ log x -+- Q - x'j log 2 + 2 1°£ 277 + $ -f- o(l) 

d’oii on tire aisement d = ^ log 27r * On a done finalement le r6sul- 
tat suivant : 

Proposition 4. — Suivant le filtre ft, on a (pour tout entier 
p^ 1) le developpement asymptotique 

1 1 

(19) log T(z) = z log z - z - ^ log z -f 2 lo S 2rr 


p 

+ *?i 2k(2k - 1) z 


2k 


V(^(z)) 2p 


(mod. 2m) 


(developpement de Stirling). 


Corollaire. — Suivant le filtre on a 


( 20 ) 


T(z) ~ s/2n exp(z log z - z - H log z). 


En particulier, pour x reel et tendant vers 4* 
s’6crit 


, la formule (20) 


T(o:) ~ \/2t:x *e“ x . 


(21) 
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d’oft pour n entier tendant vers -f- oo 


(cf. chap. V, § 4, n° 3). 


1 

n I ~ \J 2tt n + 2 


er n 


On d6duit de 14 de nombreuses formules. Par exemple, pour 
tout nombre complexe a et tout entier n , on a, lorsque n tend vers 
+ 00 

r(n + a) 


( 22 ) 


V(n) 




n a (=e»logn). 


De meme, pour tout nombre complexe a distinct d’un en:ier 
^ 0, on a 

T(rc+a+l) n + a +2 -n 


(23) a(a + l)(a + 2)...(a + /i) = 


r (a) 


~ r/ v n 
T(a) 


et pour tout nombre complexe a, distinct d’un entier ^ 0 
(24) = 


n 


- 0-1 


F(_ a) r (n + 1) ’ r(- a) 
Enfin, pour toute constante reelle k > 1, on a 


v/ 




^ I i 

2iz(k-l)n\(k-l) k - 1 

Le meme raisonnement conduit a la proposition analogue sui- 
vante : 

Proposition 5. — Suivant le filtre U, on & (pour tout entier 
p 1), le developpement asymptotique 

r ' W = log z - * - fj 6 “ 1 


(26) 


r( Z ) 


2z ~1 2k z“ + °\ ( u (z)) 2i+1 


Au lieu de la prop. 2, on utilise pour la determination de la 


constante la formule 


i 


*+ 1 r / («) 

rn) 


dt = logics + l)-logr(a;) = logx. 


Exerciees. 1) a) Soit g une fonction numdrique continue 

pour x > 0. Montrer que si g v^rifie les deux identity 



elle v^rifie aussi l’id entity 
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b) En cteduire que si une fonction g a une d6riv6e continue 
pour x 0 et vdrifie l’identit£ 

Jo s{~) = g(x) 

elle est de la forme a(^x- ou a est une constante (remarquer 
que g verifie une identity analogue oil p est remplac6 par p n ; 


faire tendre n vers -f et en d4duire que g 


£ 




c) Conclure de b) que la fonction r est la seule fonction ayant 
une d^rivee continue pour x > 0, verifiant liquation (1) et la 
formule de multiplication (12) pour une valeur de p. 


2) Pour tout nombre k > 1, on pose S* = 2 n~ k . D6mon- 
trer que, pour - 1 < z 1, on a 


n = 1 


log r<i + x) = - IX + 2 2 (- 

la serie du second membre etant uniformement convergente dans 
tout intervalle compact contenu dans )-1.1). et absolument 
convergente pour | a: | <1. 

3) Soit s un nombre reel fixe ; montrer que, lorsque t tend vers 
+ oo ou vers - go, on a 


I r (s + it) 






et 


ns + it) 




r (S -f it) 

4) Soit t un nombre reel fixe et 
tend vers -f- oo, on a 


log 1 1 1- 


0 ; montrer que lorsque s 


\n-s+ u)\~ 


Vi 




s 2 e 8 \/ sh 2 7r t -f- sin 2 ns 

(utiliser la relation des complements). 

5) Soit x n la racine de l’equation r'(a;) = 0 appartenant 4 
l’intervalle rc, - n -f- l(. Montrer qu’on a 


Xn — — n -f* 


gn + <5 ((log n) 2 ) 


log n ' ~\(logn) a 

(utiliser la relation des complements et la formule (5)). En dSduire 
que 


F(*n) 


nsj 


~ui n v+llogre - 
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6) Soit V» le determinant de Vandermonde V(l, 2,...,n) 
( Alg., chap. Ill, § 6, n° 4). Montrer qu’on a 

. n 2 3 n 2 

log V„ = j log n - 

oh k est une constante. 


+ Qlog 2* - |)n - ^ log n + k + o(fy 


y 



NOTE HISTORIQUE 


(N.-B. Les chiffres romains renvoient k la bibliographie placSe k la 
fin de cette note.) 

L idee d « interpoler » une suite ( Un ) par les valeurs d’une integrate 

dependant d’un parantetre reel X et egale k u n pour X = n, remonte k 

Wallis (cf. Note hist, des chap. MI-III, p. 163-164). G’est cette idee qui 

guide principalement Euler lorsque, en 1730 ((I), t. XIV, p. 1-24), il se 

propose d interpoler la suite des factorielles. II commence par remarquer 

00 

que n \ est egal au produit infini^Q Jc^h' ^ ue ce P roc *uit est 

d6fini pour toute valeur de n (entire ou non), et qu’en particulier, pour 

1 i [— 

n = 2 »prend la valeur ^ \ « d’apr&s la formule de Wallis. L’analogie de 
ce resultat avec ceux de Wallis le conduit alors k reprendre l’integrale 

a?(l - x) n dx ( n entier, e quelconque), deje consider par ce dernier. 

Euler en obtient la valeur J T + l)le + 2).. . (e + n) V™ *« d^eloppe- 
ment du binome ; un changement de variables lui montre alors que n 1 

est la limite, pour z tendant vers 0, de Pintegrale C d’ou la 


I. 


« 


X'( 


thode, et l’ usage de la formule de Wallis, il obtient la formule 

Jo \/ = Dans 8es travaux ulterieurs, Euler revient fre- 

quemment k ces integrals ; il decouvre ainsi la relation des complements 
((I), t. XV, p.82ett. XVII, p.342), la formule B(p, q) = r(p)r{q)/r{p -f- q) 
((I), t. XVII, p. 355), et le cas particulier de la formule de Legendre-Gauss 
correspondant ^ = 1 ((I), t. XIX, p. 483) ; le tout bien entendu sans 
s’inquieter de questions de convergence. 

Gauss poursuit 1’etude de la fonction T k l’occasion de ses recherchea 
sur la fonction bypergeom4trique, dont la fonction T est un cas limite (II); 
c’est au cours de ces recherches qu’il obtient la formule generate de multi¬ 
plication (dej& remarquee par Legendre peu auparavant pour p = 2). 
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Les travaux ult^rieurs sur r ont surtout porte sur le prolongement de 
cette fonction au doraaine complexe. Ge n’est que recemment que Ton 
s’est apergu que la propriety de convexite logarithmique caracterisait 
r(z) (dans le doraaine r6el) a un facteur pres parmi toutes les solutions 
de liquation fonctionnelle f(x + 1) = xf{x) (III) ; et Artin a montre (IV) 
comment on peut rattacher simplement tous les r^sultats classiques sur 
r(:r) 4 cette propriety. Nous avons suivi d’assez pres son expose. 
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DICTIONNAIRE 


Introduction 

Les mots du Dictionnaire imprimis en majuscules sont des 
termes definis dans le Livre IV de ce Traits ; pour chacun d’eux, 
il est renvoye au chapitre et a la page de ce chapitre od le terme se 
trouve d6fini. Les autres mots sont des traductions dans d’autres 
terminologies (fran^aises et Strangeres) des mots d6finis dans ce 
Livre. Les mots strangers dont la forme est tr6s voisine du mot 
frangais dont ils ont le sens ont 6t6 omis. Lorsque des termes 
figurant en tete d’un article sont employes dans diverses expres¬ 
sions, ils ne sont pas repetes chaque fois, mais remplaces par un 
tiret. Lorsqu’une denomination comporte plusieurs mots, elle ne 
figure en general que sous l’initiale de Vun d’eux (par exemple, 
« integrate uniformement convergente » se trouve a la lettre U, 
mais non aux lettres I et G). 


A 

Ableitung: derivee. 

ABSOLUMENT CONVERGENTE (INTflGRALE) : II, p. 84. 
ACCROISSEMENTS FINIS (THfiORfiME DES) : I, p. 21. All.: Mittelwertsatz. 
Ang.: Mean value theorem. Ital.: Teorema del valor medio. 

adjointe (Equation diffErentielle) : iv, p. 37 . 

APPROCHEE (SOLUTION) k e pr6s d’une equation differentielle : IV, p. 5. 
Arcus-funktionen : fonctions circulaires reciproques. 

Asymptotisch gleiche Funktionen : fonctions equivalentes. 

AU-DESSOUS (POINT) d’un graphe : I, p. 41. 

AU-DESSUS (POINT) d’un graphe : I, p. 41. 

B 

Bedingt konvergentes Integral: integrate convergente (par opposition k « inte¬ 
grate absolument convergente »). 

Bestimmtes Integral: integrale definie (v. ce mot). 
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 


CARACTfcRE LOCAL (RELATION DE) : V, p. 56. 

CHANGEMENT DE VARIABLES (FORMULE DU) : II, p. 68 . All. : Substi- 
tutionsformel. Ital.: Integrazione per sostituzione. 

CIRCULAIRES RfiCIPROQUES (FONCTIONS) : III, p. ill. All. • Arcus- 
funktionen, zyklometrische Funktionen. || La fonction Arc cos * (resp. 
Arc sin x, Arc tg x) est parfois appelee « determination principale (all • 
Hauptwert) de la fonction arc cos z (resp. arc. sin *, arc tg x) „, en raison de 
1 existence de prolongements de ces fonctions dans le domaine complexe 

Dans les textes de langue anglaise, les fonctions circulates r^ciproques 
sont souvent notees cos" 1 *, sin" 1 !, tan" 1 *. 

COEFFICIENTS d’un developpement asymptotique : V, p. 71 : _ BINO- 

MIAUX : III, p. 132. 

COMPARABLES (FONCTIONS) : V, p. 63 ; — D’ORDRE k (FONCTIONS): 

V, p. 85. 

CONCAVE (FONCTION) : I, p. 45. All.: konkav, konvex von oben 
CONSTANTE D’EULER : V, p. 100. 

Tig!*i? ENTE (INTfiGRALE) : n ’ P- l9 - All. • konvergentes uneigentliches 

CONVEXE (FONCTION) : I, p. 42. All.: konvex, konvex von unten. 

CORPS DE HARDY : V, p. 107. 

COSfiCANTE : III, p. 111. 

COSINUS d’un nombre complexe : III, p. 119 . 

COSINUS HYPERBOLIQUE : III, p. 119. 


D 

DEMI-TANGENTE A DROITE : I, p. 14 ; — A GAUCHE : I, p. 14 All • 

rechtsseitige Tangente, linksseitige Tangente. 

DERIVABLE (FONCTION) : I, p. 4-5 : — A DROITE (FONCTION) : I p. 4-5 • 

— A GAUCHE (FONCTION) : I, p. 4-5 ; — (FONCTION n FOIS) : I p 31 • 

- (FONCTION INDfiFINIMENT) : I, p. 31. All. : difTerenzierbak Ang’ 

differentiable. 8 ' 

DfiRIVfiE d’une fonction : I, p. 4-5 ; — A DROITE : I, p. 4-5 ; — A GAUCHE • 
I, P- 4-5 ; - LOGARITHMIQUE : III, p. 109 ; — n-fiME - I p 31 • — 
PREM^RE : I, p. 4 ; - SECONDE : I, p. 31. All. : Ableitung, DifTeren- 
zialquotient (vorderer.hinterer.hoherer). Ang.: derivative (left,right higher) 
Ital.: derivata. 6 '* 

DETERMINANT de n integrals d'un syst^me de n equations ditterentieUes 
lineaires : IV, p. 33. 

DETERMINATION PRINCIPALE du logarithme d'un nombre complexe : III 
p. 116-117. All. : Hauptwert. ’ 

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE : V, p. 71 ; - DE TAYLOR • I p 33 ■ 
-TAYLORIEN GENERALISE: VI. p. 136. All. : Entwicldung. ’ 

Differentialgleiehung : equation differentielle. 

Differentialquotient: derivee. 

Differenzierbare Funktion : fonction derivable. 

Discontinuity de premise espbce (point de) d’une fonction : point oil la fonction 
a une lunite k droite et une limite k gauche ; — de seconde espdce (point de) 
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d’une fonction : point oil la fonction n’a pas k la fois une limite k gauche et 
une limite k droite. 

DOMINIE (FONCTION) par une autre : V, p. 57. 

DROITE D’APPUI du graphe d’une fonction convexe : I, p. 48. All. : Stutzge- 
rade. 

DROITE LOCALEMENT AU-DESSOUS d’un graphe : I, p. 50 ; — AU-DES- 

SUS d’un graphe : I, p. 50 ; — SUR un graphe : I, p. 50. 



ECHELLE DE COMPARAISON : V, p. 68. Ang. : scale of infinity. 
Entwicklung: Developpemen't. 

Equal increase (functions of): fonctions semblables. 


Equation diffErentielle : iv, p. 1 ; — d’ordre n : iv, p . 3 . 

AH. : DilTerentialgleichung, gewohnliche Differentialgleichung. 

EQUIVALENTES (FONCTIONS) : V, p. 62. 

ESCALIER (FONCTION EN) : II, p. 59. All. : Treppenfunktion. Ang. : step- 
function. 


EXPONENTIELLE COMPLEXE : III, p. 114. 
EXPONENTIELLES ITErEES : V, p. 114. 
EXTENSION (H) d’un corps de Hardy : V, p. 113. 


F 


Factorial function : fonction gamma. Dans les textes de langue anglaise, 
on ecrit parfois II (x) ou x\ pour T(x -f- 1) [x reel quelconque). 

FAIBLEMENT COMPARABLES (FONCTIONS) : V p. 60. 

Fakultat : fonction gamma. 

Fehler : reste. 


FONCTION (H) : V, p. 114. Ang. : L-function, logarithmico-exponential func¬ 
tion. 


FONDAMENTAL (SYSTEME) d’integrales d’un systdme d’equations differen- 
tielles lineaires : IV, p. 33. All. : Hauptsystem. Ang.: fundamental set, fun¬ 
damental system. 


FORTEMENT COMPARABLES (FONCTIONS) : V, p. 63. 


G 

Gewohnliche Differentialgleichung : equation differentielle (par opposition k 
« partielle Differentialgleichung » qui signifie « equation aux derivees par- 
tielles »). 

Greater increase (function of) than another function: fonction preponderate 
sur une autre. 

Grossenordnung einer Funktion : ordre d’une fonction par rapport k x {x ten- 
dant vers 0 ou vers -f oo). 


H 

Hauptsystem : syst6me fondamental (d’intdgrales d’un syst^me d’equations 
differentielles lineaires). 

Bourbaki XII. — 13 
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Hauptwert : determination principale. 

HYPERBOLIQUES (FONCTIONS) : III, p. 119. || Dans les textes de langue 
allemande, les fonctions hyperboliques sont souvent notees <£of x, ®itt x , 
x ; dans les textes de langue angJaise, on les designe en general par cosh x, 
sinh x, tanh x (ou tgh x). De meme, les fonctions reciproques sont d6signdes 
par 2It?(Sof x, x, x dans les textes allemands, par cosh -1 *, 

sinh -1 *, tanh _1 x dans les textes anglais. 

Hyperbolischer Logarithmus : logarithme neperien. 

I 

Impropre (integrale) : integrale dans un intervalle non compact. 

Inddtermin6es (expressions) : on designait ainsi autrefois des fonctions nume- 
riques qui, au voisinage d’un point a^,, etaient de la forme f(x )— g(x), ou 
de la forme f(x)/g(x),f et g tendant vers + » au point x 0 . 

Infiniment grand ( — petit) : on designait ainsi autrefois une fonction tendant 
vers =fc oo a (resp. vers 0) en un certain point donne. Ital. : infinite, inflni- 
tesimo. 

INTEGRALE d’une fonction reglee dans un intervalle compact : II, p. 65 ; 
ancienne terminologie : integrale definie; all.: bestimmtes Integral; — d’une 
fonction reglee par morceaux : II, p. 78 ; ancienne terminologie : integrale 
impropre ; all. : uneigentliches Integral ; — d’une Equation differentielle : 
IV, p. 2. || On notera que Ton entend le plus souvent sous le nom d’« inte¬ 
grale » d’une equation differentielle ce que nous appelons une integrale 
stride. 

Integrale inddfinie : primitive d’une fonction. 

Integralmittelwert : valeur moyenne d’une fonction. 

Integrand : fonction integree. 

INTEGRATION PAR PARTIES : II, p. 68 ; — D’ORDRE n : II, p. 68. All. 
Integration nach Teilen, Teilintegration, partielle Integration, Produktin- 
tegration. Ang. : partial integration. 


K 

Eettenregel : regie de derivation d’une fonction composee. 
Konvex von oben : concave (fonction) ; — von unten : convexe. 


Lesser increase (function of) than another function : fonction negligeable 
devant une autre. 

L-function: fonction (H). 

linEaire (Equation differentielle), iv, p. 26 ; — homogEne 
(Equation differentielle) : iv, P . 26 ; — d’ordre « (Equation 

DIFFERENTIELLE) : IV, p. 42. 

LIPSCHITZIENNE (EQUATION DIFFERENTIELLE) : IV, p. 8 ; — (FONC¬ 
TION) : IV, p. 8. 

LOCALEMENT LIPSCHITZIENNE (EQUATION DIFFERENTIELLE) * IV 

P- 12 ; — (FONCTION): IV, p. 12. * ’ 
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LOGARITHME NATUREL : III, p. 108 ; — NEpERIEN : III, p. 108. || Dans 
certains ouvrages et,rangers, le logarithme neperien est parfois not^ In x. 
Logarithmic tests : crit&res logarithmiques de convergence. 
Logarithmico-exponential function : fonction (H). 

LOGARITHMIQUEMENT, BORNEE (FONCTION) : V, p. 59 ; — CONVEXE 
(FONCTION) : VII, p. 166. 

Losung : solution. 


M 

MAXIMUM RELATIF : I, p. 15 ;-STRICT : I, p. 15. || Dans certains 

ouvrages, le mot « maximum » est utilise au sens de « maximum relatif 
strict » ; la notion que nous appelons « maximum relatif » est alors designee 
sous le nom de « maximum au sens large ». De meme pour le mot « mini¬ 
mum ». 

Mean value : valeur moyenne. 

MINIMUM RELATIF : I, p. 15 ;-STRICT : I, p. 15. 

Mittelwert: valeur moyenne. 

MOYENNE ARITHMETIQUE ORDINAIRE : III, p. 109 ; — ARITHME¬ 
TIQUE PONDErEE : III, p. 109 ; — D UNE FONCTION : II, p. 66 ; — 
— GEOMETRIQUE ORDINAIRE : III, p. 109 ; — GEOMETRIQUE PON- 
DErEE : III, p. 109. All. : Mittelwert. Ang. : mean value. Ital. : valor 
medio. 


N 

NEGLIGEABLE (FONCTION) devant une autre : V, p. 60. Ang. : function of 
lesser increase than another. 

NOMBRES DE BERNOULLI : VI, p. 135. || Dans de nombreux ouvrages, 
la notation B n designe le nombre que nous notons (- l) n-1 & 2 n. 

NORMALEMENT CONVERGENTE (INTEGRALE) : II, p. 95. 



Obersumme : pour une fonction numerique / definie dans I = (e, &J, et une 
subdivision de I en intervalles yxi, on appelle ainsi l’expression 

2m{(%i - xi), oil M,- est la borne superieure de / dans (x», 


OPfiRATEURS DE COMPOSITION : VI, p. 128. 
ORDRE d’une fonction par rapport a une autre : V, p. 65. 



PARTIE PRINCIPALE d’une fonction : V, p. 70. 

PLUS PRECIS (DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE) qu’un autre : V, p.72. 
POLYNOMES D’APPELL : VI, p. 132 ; — DE BERNOULLI: VI, p. 134 ; — 
D’HERMITE : VI, p. 141. || Dans certains ouvrages, on appelle « poly- 


nomes de Bernoulli » les polynomes S n [x) = ^ (B n+ i(a:) - BrH-i(O)), 

tels que, pour tout entier a > 0, S„(a) = l n -f- 2 n H- \- a n . 
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 


PRECISION d’un developpement asymptotique : V, p. 71. 

PREPONDfiRANTE (FONCTION) sur une autre : V, p. 60. Ang. : function 
of greater increase than another. 

PRIMITIVE d’une fonction : II, p. 56 et 77 ; — D’ORDRE n : II, p . 71 . __ 
SECONDE : II, p. 71 ; — STRICTE : II, p. 57. Ancienne terminologie : inte¬ 
grate indefinie. All. : Stammfunktion, primitive Funktion. || Dans la plu- 

part des ouvrages, on entend par « primitive » ce que nous appelons « primi¬ 
tive stride». 

Produktintegration : integration par parties. 



Quotientenkriterium : 

termes > 0. 


critere de d’Alembert pour la convergence des series & 


R 

RACINES CARACTfiRISTIQUES d’une equation differentielle lineaire a 
coefficients constants : IV, p. 41. All.: charakteristische Wurzeln. 

Ratio-test : entire de d’Alembert pour la convergence des series a termes > 0 

R32DUIT A LA PRECISION gp (DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE) • 

V j p, 72. 

REGLEE (FONCTION) : II, p. 60 ; — PAR MORCEAUX (FONCTION) : II 

p. 77. Ancienne terminologie : fonction n’ayant que des discontinuity de 
premtere esp^ce. 

RESOLVANTE d’une Equation differentielle lineaire : IV, p. 29. 

RESTE de la formule de Taylor ; I, p. 33 ; - d’un developpement asympto¬ 
tique : V, p. 71. All.: Rest, Fehler. Ang.: remainder. 


SCALAIRES (SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES) : IV p 2 

Scale o! infinity : echelle de comparaison 

SEMBLABLES (FONCTIONS) : V, p. 59. Ang.: functions of equal increase 
SIGNE CONSTANT (FONCTION DE) : V, p. 64. || Dans certains outages 

on dit qu une fonction numerique / est«de signe constant. dans un ensemble 
A si > 0 pour tout x g A, ou f(x) < 0 pour tout ieA. 

SINUS d’un nombre complexe : III, p. 119 . 

SINUS HYPERBOLIQUE : III, p. 119. 

* qUati ° n d,fr " renlielie : IV. p. 2 ; - APPROCHEE A s 
PRfiS : IV, p. 5 ; - STRICTE : IV, p. 2. All. : Losung. || Le plus souvent, 

on entend par « solution » d’une equation differentielle ce que nous appe- 
Ions «solution stride ». 

SOMME DE RIEMANN : II, p. 64. 

Stammfunktion : primitive stricte. 

Stepfunction : fonction en escalier. 

STRICTEMENT AU-DESSOCS (POINT) d’un graphe : I p 41 ■ _ AD 

»""* ' P n °® T) d ’ u " «™P«» •• I. P. *1 ; - CONCAVE (FONCTION) "' 
P- 45 ; — CONVEXE (FONCTION) : I, p. 43. ' 

Sttickweise : par morceaux. 
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Stiitzgerade : droite d’appui. 

Substitutionslormel : formule du changement de variables dans une integrale. 
SUITE DE DEFINITION d’une fonction (H): V, p. 113. 

SYSTfcME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES : IV, p. 2. 

T 

TANGENTE a un graphe : I, p. 14. All. : Tangente. 

TANGENTE HYPERBOLIQUE : III, p. 119. All.: hyperbolische Tangens. 
Teilintegration : integration par parties. 

TERMES d’un developpement asymptotique : V, p. 71. 

Treppenfunktion : fonction en escalier. 

Type of a function : fonction equivalente a un produit de la derivee loga- 
rithmique de la fonction consideree par un facteur constant. 



Umkehrfunktionen'der Hyperbelfunktionen : fonctions reciproques des fonctions 
hyperboliques ; — der trigonometrischen Funktionen : fonctions circulaires 
reciproques. 


Unbestimmte Ausdriicke : expressions indeterminees (v. ce mot); — s Integral: 

primitive stricte d’une fonction. 

Uneigentliches Integral: integrale impropre (v. ce mot). 

UNIFORMEMENT CONVERGENTE (INTEGRALE): II, p. 92. All .: gleichmas- 
sig konvergentes Integral. 


Untersumme : pour une fonction numerique / definie dans I = (a, &), et une 
subdivision de I en intervalles (a*, a* + 1 ), on appelle ainsi l’expression 

Smt(x,+i - xi), oil im est la borne inferieure de / dans (a:,-, a:,+ij. 



VALEUR MOYENNE d’une fonction : II, p. 66. All.: Integralmittelwert. 

VARIATION DES CONSTANTES (MfiTHODE DE) : IV, p. 31. 


W 

WRONSKIEN de n integrales d’une equation lin^aire d’ordre n : IV, p. 44. 
Wnrzelkriterinm: crit^re de convergence de Cauchy pour les series & termes > 0. 


Z 

Zyklometrische Funktionen i fonctions circulaires reciproques. 
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